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1 Einleitung

Org-Krams:

e Welche Fakultat ?

Biologen und Mathematik, Nichtbiologisches Nebenfach

Ubung ganz wichtig! Wer kann nicht hacken ? R

Kommunikation {iber homepage

Fragen bei Unklarheiten !

Evaluationspunkt: Nachfragen

Mittwoch wird flexibel gehandhabt

”"Wo bleibt der Zwang 7”7, Scheinkriteria, Diplom, Bachelor, Master ?

Inhaltsverzeichnis

Miinsterfragen
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Abbildung 1.1: Die drei Richtungen der Physik

e Meditation iiber das Direkte und das Inverse Problem.

— Direktes Problem



x Schaue Biologie an
% Schreibe Gleichung hin

x Untersuche Gleichung und ihre Losungen
— Inverses Problem
% SchluB von Daten auf Modell

*x Parameterbestimmung

* KEssentiell statistisch

Verhiltnis Mathematische Biologie zu Systembiologie
Mathematische Biologie

e Nur wenige Player, kleine Systeme

e Lange Tradition, hier dltestes paper von 1798

e Oft nicht nah an der Biologie

e Daten waren oft nicht verfiighar
Systembiologie

e Untersucht intrazelluldre Netzwerke, ”systems”

Wendet Systemtheorie der Ingenieure zur Analyse an

Erste Ideen um 1950

Geburtsjahr: 2001

Enttduschung iiber Human Genome Project

Nah an den Daten

Grundsétzliches zwischen Physik & Biologie
Physik :

e Der Glaube an fundamentale Gesetze war sehr produktiv
e Formulierung der Gesetze durch Mathematik

Biologie :



e Prinzipien statt fundamentaler Gesetze

e Dank der Evolution macht ”Funktion” in der Biologie Sinn

e Verwendung von Mathematik, um Funktion und Prinzipien zu verstehen
Evolution braucht nur zwei Beitriage

e Variation

e Begrenzte Ressourcen

Ziel/Nutzen mathematischer Modelle in Biologie:

e Annahmen explizit machen

e Verstdndnis essentieller Eigenschaften, scheiternde Modelle

e Verstindnis der Rolle dynamischer Prozesse, z.B. Riickkopplung
o Komplexitdt handhaben

e Unmogliche Experimente werden moglich

e Vorhersage und Kontrolle

e Allgemeine Prinzipien erkennen

e Verstehen, was bekannt ist

e "If you can’t model it, you don’t understand it”



Abbildung 1.2: Wir sind ein dynamisches System auf allen Zeit- und Léngenskalen

Literatur: FOLIE
e J.D. Murray: Mathematical Biology [92]. Die Bibel

e F. Brauer, C. Castillo-Chavez: Mathematical Models in Population Biology
and Epidemiology [16]

e J. Keener, J. Sneyd: Mathematical Physiology [64]. Von Biochemie bis Muscle
and Ear. Mein Lieblingsbuch



e C.P. Fall, E.S. Marland, J.M. Wagner, J.J. Tyson: Computational Cell Biology
[29]. All about cells

e F.C. Hoppenstaedt, C.S. Peskin: Modeling and Simulation in Medicine and
Biology [54]. Geht ins Biomedical Engineering

e M. Farkos: Dynamical Models in Biology. [30]. Recht mathematisch, i.w. Po-
pulationsdynamik

e D.S. Jones, B.D. Sleeman: Differential Equations and Mathematical Biology
[61], eher mathematisch

e Bulletin of Mathematical Biology: Special Issue ”Classics of Theoretical Biolo-
gy” Volume 52 & 53, Reprints wichtiger paper mit Besprechung

e Biochemie:

— L. Stryer: Biochemistry [9]. Die harte Tour
— H. Rehm, F. Hammar: Biochemie light [104]. Die sanfte Tour

2 Integration von Differentialgleichungen
Bemerkungen zum Umgang mit Numerik:
e Versuche nicht, das Rad neu zu erfinden !

e Manche Sachen muss man wirklich verstehen, z.B. steife Differentialgleichungen

e Viele Algorithmen muss man einfach nur anwenden koénnen, z.B. Zufallszah-
lengeneratoren

e DAS Buch: ”Numerical Recipes” [99]

Alle Modelle im folgenden werden Differentialgleichungen sein.

Aufgabe: Gegeben

e Dynamisches System:



o Startwerte: Z(to)

e Finde Trajektorie Z(t;), t; > to, die bis auf einen kontrollierbaren Fehler mit
wahrer Trajektorie iibereinstimmt.

Nomenklatur, alle Vektoren unterdriickt:

&= = Beachte: i = () = f@)i = f@)f@) ()
Grundsétzliche Idee :

e Integrations-Schrittweite : h

e Taylor-Entwickung :

1 1
Tern = o+ deh o+ Sih® + 6x§3)h3 +O(hY) (2)

7, gegeben durch f(z;), aber x,g") mochte man nicht ausrechnen.

e Abbruch nach erster Ordnung: Euler-Verfahren:

Tiyh = Tt + f(i[ft)h + O(hZ)
"Erster Ordnungs Verfahren”

e Idee: Hohere Ordnung durch geschickte Funktionsauswertungen.

— Betrachte:
k= f(ift)h

1
Tiyn = Tt + f (%t + 5]4?1) h

Tgep = X+ f ($t + %f(l’t)h> h
xwlzx~[mm+fmgﬂm4h

Topn = i+ f(a)h+ %f/(xt)f(xtmz



— Mit Gl. (1) cancelled sich der 2. Ordnungs-Term in Gl. (2) und man erhélt
ein Verfahren 2. Ordnung (Midpoint Method).

.}"(X) (é\: Lm - -
ﬂw‘
oy

Abbildung 2.1: Euler und Midpoint Verfahren

Dieses 148t sich weiterspinnen

10



e Allgemein:
ki = f(x)h

ki = f(xt+2f‘ﬂk‘l> h
l

p
Tiyn = $t+2’7jkj

e Speziell:
ky = f(xt)
ky = flze+ki/2)h
ks = f(zi+ke/2) D
ky = flze+ks)h
ki k k k
Ti+h = It+g+§2+§3+€4+0(h5)

heifit 4. Ordnung Runge-Kutta (1895)

e Im Allgemeinen:

Ein 4. Ordnung Runge-Kutta Schritt mit h ist genauer als 2 Midpoint-Schritte
mit h/2 ist genauer als 4 Euler-Schritte mit h/4.

Schrittweitensteuerung:
e Verfahren, um den Fehler zu kontrollieren
e Interne Fehlerabschétzung und entsprechende Adjustierung der Schrittweite h
e Beispiel: Runge-Kutta 4/5:

— Integriere mit Runge-Kutta 4. Ordnung

— Integriere mit Runge-Kutta 5. Ordnung

— Schétze aus Differenz Fehler ab

— Ist der Fehler zu gross, verringere Schritweite h

— Relativer und/oder absoluter Fehler ...

11



Implizite Verfahren fiir steife Systeme

Steife Systeme: Systeme mit sehr unterschiedlichen Zeitskalen.

Betrachte

1 = 998z + 1998 o

Ty = —9997; — 1999 x5
Losung:

xl(t) — 2€_t o e—lOOOt

wo(t) = —et 4 1000t

Sehr unterschiedliche Zeitskalen: 1 und 1/1000

Runge-Kutta muss sich an schneller Zeitskaler orientieren, obwohl diese irrele-
vant ist

Begriindung: Betrachte:

—ct

t=—cx, ¢>0, Losung: z(t) ==z(0)e

Betrachte Euler-Verfahren, gilt fiir hohere Ordnungsverfahren entsprechend

Tyep = x4y + eh = (1 — ch)xy
Verfahren heiflt explizit, weil x,,, explizit durch z; gegeben ist.
Bemerkung: Euler Verfahren entspricht

. Tt+h — Ty

. R P Vorwiértsdifferenz

Instabil, wenn |1 — ch| > 1, i.e. h > 2/c

Konsequenz: Ist ¢ gross, Prozess ist schnell, muss A klein sein

12



e Losung: Implizite Verfahren:

Ty = Tyup, — Tyanh = @ CTiaph = x 1+ch
t t+h t+hlt (= Tipn + CTipp t+n(1+ ch)

hier

Ergibt:

Tt
1+ch

Tiyn =

Stabil fiir alle A !

e Bemerkung: Implizites Euler Verfahren entspricht

Tiyh — Tt

h J

Tepp R Riickwértsdifferenz

e Idee ldsst sich auf nichtlineare DGLs & = f(x) verallgemeinern

Dann:

Tipn = ¢ + f(Tern)h, 7 implizit”

Wird numerisch gel6st

Lessons learned

e Numerische Integration von Differentialgleichungen durch geschickte Funkti-
onsauswertungen

e Runge-Kutta 4. Ordung in der Regel die Methode der Wahl

e Steife Systeme brauchen implizite Verfahren

13




Teil I
Von der Mathematischen Biologie

3 Populationsdynamik

Mathematische Biologie (Physik auch :-) ist im wesentlichen Populationsdynamik:
Populationen von:

e Molekiilen
e Viren
e Tieren

e Besetzungszahlen-Formalismus in QM (e und a')

3.1 Eine Spezies

T.R. Malthus, 1798: An Essay on the Principle of Population [82]
Dunkle Wolken iiber der Menschheit !

N = Geburten — Todesfille + Wanderung

1798 nicht viel Wanderung

Geburten: o« N

Todesfalle « N

N =aN —bN = (a — b)N

e a — b < 0: allgemeines Aussterben

a — b > 0: Wachstum iiber alle Grenzen

14



e Fall a = b ist irrelevant: Fine-tuning ist in der Biologie nicht moglich

Das kann nicht wirklich sein:

Definition: Pro Kopf Wachstumsrate % =a—0»

Verhulst, 1838 [135] & Pearl, Reed 1920 [97]:
Logistische Differentialgleichung (x = N):

i = ax — bx?

oder:
= (a—bx)x

mit zustandsabhéngiger Pro-Kopf-Wachstumsrate @/x: (a — bz), umfafit:
e begrenzte Resourcen
o Kriege
e Wiirdigung der Vorhersagen exponentieller Modelle (Club of Rome)
Ubliche Transformation: r = a, K = a/b:
T=rx (1—%), r, K >0
Losung der Gleichung (durch Anstarren)

o 1 klein: & = rox = x(t) oc e

==
o~ |—=

o zgrof: & = —%a® = x(t)
e r=K:2=0

Losung der Gleichung (Separation der Variablen):

Mit Partialbruchzerlegung




folgt:

Tive = ([ Laes [ 2
KT k\JzYT) K2
1

= % (logz — log(K — x))

Mit z(t = 0) = zy < K bestimme Integrationskonstante

1
°TF (log zg — log(K — o))
Ergibt final:
K
o(t) = o

Gilt auch fiir zg > K

Betrachte 2. Ableitung

jﬁ:r2x<1—2%> (1—%)

Wechselt Vorzeichen bei © = K /2, Wendepunkt
Dies is eine testbare Vorhersage des Modells

16
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Abbildung 3.1: Losung der Gleichung
Interpretation:

e K = a/b: Kapazitit des Biotops

e Geschwindigkeit des Erreichens: r.

17
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Abbildung 3.2: USA-Bevolkerung 1790-1990

3.2 Lotka-Volterra System

Beschreibt oszillatorische Jéger-Beute Populationen

Beispiel: Fellstatistik der Hudson Bay Company

18
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Abbildung 3.3: Lynx-Daten 1820-1936

Originalliteratur von 1925 & 1926: [80, 137]
Lotka war about chemische Reaktionen

e Jiger-Beute Modell, motiviert an Oszillationen in adriatischen Fischpopulatio-
nen.

e Beute: z(t)
o Jager: y(t)
Annahmen:
e Ohne Jéiger nimmt Beute proportional zu seiner Anzahl mit a x zu.
e Beute nimmt durch Frafl proportional zu beider Anzahl ab: —bzy

b: Frafleflizienz

19



e Jiger nehmen durch Beute proportional zu beider Anzahl zu: czy.

c: FraBBwirkungsgrad
e Jiger sterben proportional zu ihrer Anzahl: —dy

e Gute Durchmischung der Populationen. Gewdhnliche Differentialgleichungen
statt partieller Differentialgleichungen

Ergibt:

ax — bxy

T
Yy = cyr—dy
Kann man auch lesen als Anderung der Wachstums/Sterbe-Rate:

t = (a—by)zx
y = (cx—d)y

Folgende Analyse wird zeigen, dafl das Modell physikalisch/biologisch
ausgeschlossen ist.

Fiir Analyse: Ubergang zu dimensionslosen GriBen

e Nie geregelt moglich

e Aber immer hilfreich

B cx(t) B by(t) B d
u(r) = T v(T) = o T = at, a—a
ergibt:
d
% = U(l—U)
d
% = av(u—1)

Bemerke: Es gibt nur einen wirklich freien Parameter: «

Fixpunkte: rhs =0

e y — v = () uninteressant

20



e u = v = 1 interessant
Im (u,v)-Phasenraum folgt:

dv  v(u—1)

du —Oéu(l —0)

mit singuldren Punkten bei u =v=0undu=v=1

Losung durch Separation der Variablen:

/1_Udv—a/u_1du
v U

logv —v+ C = a(—logu + u)

ergibt:
oder:
—logvu®*+v+au=C
e (C(u,v) ist Erhaltungsgrofie der Bewegung: ”Erstes Integral”
e Satz:

— Gegeben D-dimensionales dynamisches System mit % Erhaltungsgrofien

Dann ist System integrabel, d.h. auf Torus transformierbar

— Uberlagerung kreisformiger Bewegungen

— Diskussion Sonne-Planet System & Unterschied zu Harmonischem Oszil-
lator, Frequenz Amplituden-abhéngig

e Lotka-Volterra-System ist ein konservatives System
— Aber C ist keine Hamilton-Funktion

— Bewegungsgleichungen folgen nicht aus Hamilton-Gleichungen mit H = C'

— Daher finde geschickte Transformation [66, 67, 68]:

Formuliere Ausgangs-Lokta-Volterra als

n; = €;n; + —CY,L'j ninj, Ctij = —Oéji, A — 0 (3)

Bi

Einstein’sche Summenkonvention

21



— Nichttrivialer Fixpunkt n} aus n; = 0
Eiﬁi + Oél‘jn; = O, n;‘ = —Oé;jlq‘ﬁi

— Variablentransformation (geschickt geschaut):

z; = log(n;/n})

— Nach n; aufgelost:

* 2

n; =n;e

Dies ist keine kanonische Transformation !

— Mit (Index ¢ unterdriickt)

0 n n'n n . . .
=—log—=——=—, n=zZn=:n"e
ot n* nn* n

in Gl (3) eingesetzt, folgt mit Hilfe von Gl. (4)

z

) . 158
2 =7 (€7 — 1) = %‘jg
J
mit s
Vij = 52 T =n;B, G =T(e¥ —z)
ij
— Nun:

Q = 21, P =22
Definiere Hamiltonfunktion
H=~71(e% = Q) + yr(el = P),  mit y =y = -7
und erhalte Hamilton-Gleichungen

oH . oH

Qza_Pv P:_%

e Konservative/Hamilton’sche Systeme & Biologie

— Hamilton’sche Systeme sind nicht stabil unter zufélligen Stérungen

22



— Trajektorien divergieren
— Folge: Lotka-Volterra kann nicht biologisch realisiert sein.

— Nebenbemerkung: Gl. (5) darf man nicht mit Runge-Kutta integrie-
ren. Bendtigt symplektische Integratoren [36, 20], die ” Energieerhaltung”
gewahrleisten.

Minimum von C(u,v) aus:

oC (u,v)
ou
C = —logvu® + v+ au

=0

1
—a—v+0+a=0
uv

= Umin = 1
und entsprechend
0C (u,v)

—=0= minzl
ov !

Erinnere u = v = 1 war nicht-trivialer fixed point
in Originalvariablen: z,,;, = d/¢, Ymin = a/b
und

szn:1+a

Entwicklung um Cin, Umin = Umin = 1 -

U = Unpnt+r=1+2x

= Upin+ty=1+y

C=—log(l+y)—alog(l+z)+ (1+y)+a(l+x)
Mit log(1 + 2) ~ z — 22 /2 folgt

C=—y+vy*/2—alx—22/2) +1+y+a(l+z)

23



und

v /2+ar?/2=C—(1+a)>0
eine Ellipsen-Gleichung.

2

I I I I I [
0 1 2 3 5

I

u

Abbildung 3.4: (u,v)- Diagramm

Oder:
du
o 1 —
dr u( v)
dv
- = -1
I av(u — 1)



U = Upip+Tr=1+2x
Vo= Upinty=1+4+y
Ergibt:
dx
> (1
o (1+z)y
dy
A 1
7 a(l+y)x
Da x,y klein, xy vernachléssigen:
dr
dr Y
dy
- = ax
dr
folgt:
=—ar

MERKE: Lotka-Volterra-System ist ein schwingendes konservatives/Hamilton’sches System

Fiir kleine Auslenkung: Harmonischer Oszillator

Integrationseffekt bei Ubung

Exkurs: Lineare (lokale) Stabilititsanalyse von Fixpunkten
Betrachte:

1 = fi(z,x9)

Ty = fo(w1,72)

mit Fixpunkten x] und x3

0 = fﬂf{,l’;)
0 = f2($;x;)

25



e Stabilitdt des Fixpunktes: Linearisiere Dynamik um Fixpunkt

Mit
$1:IT+1~31, IQZI;‘FZ%Q
. e .~ e . o Ofilxy,as) o Ofi(xf,xy) . .
I = 21+2 = fi(a]+31, 23+T2) = fi(z], z3)+ filzi 2)x1+ filzi 2)a:2+(’)(x2)
(9&:1 &L‘Q
. e .~ e v o Ofolaxy,as) o Ofa(xf, xd) . .
Ty = T34+To = fo(x]+T1, x54+T2) = folz], x5)+ fo(] 2).751—|— foli 2)$2+(’)(a:2)
8x1 (9.1'2
Ergibt mit 7 = ( T )
T2
R oh  9h - -
T=| 95 9% =A% das linearisierte System
Oz Dxa ) |
e Losung:
Z(t) = £(0)e™

et definiert durch Potenzreihe:
1
eAt:1+At+§A2t2+...
Diagonalisiere A

0
b+ ic

a+ic

A:VDVT:V( 0

) VTV orthogonale Matrix

)

Die Eigenwerte A\; 2 von A legen das qualitative Verhalten fest:

0
b+ ic

a+ic
0

S

(t) = #(0) exp (v (

F1(t) = a1 cos(Tm(M)t + ¢1) + age™AD cos(Im(Ag)t + ¢o)

e Allgemein:

26



Beide Realteile negativ: stabil

Eigenwerte reell: rein exponentiell

— Eigenwerte complex: Spirale

Eigenwerte rein imaginér: Wirbel

Mit Skizze Phasenraum und Zeitraum

Realteile | Imaginérteile Bezeichnung
- - 0 stabiler Knoten
+, + 0 instabiler Knoten
+, - 0 Sattelpunkt
- - #0 Stabiler Strudel
+, + # 0 Instabiler Strudel
0, 0 # 0 Wirbel

Eigenwerte von A aus:

A D
d—\

2
Algzﬁi\/<ﬁ) —det A
’ 2 2
Ergo:

Beide Eigenwerte haben negativen Realteil, i.e. Fixpunkt ist stabil, wenn:

det(A—\I) = det ( a; ) = (a—A)(d—\)—bc = N —(a+d)A\+(ad—bc) =0

o trA(z*,y*) <0

o det A(z*,y*) >0

In Populationsdynamik in der Regel:

& = aF(z,y)
gy = yG(z,y)

mit F(z,y), G(z,y) Pro-Kopf Wachstumsrate

Dann

27



of of
oxr Oy
99 99
or Oy

Vier Moglichkeiten fiir Gleichgewichte:

- ( o Fo(a*, y*) + F(a",y7) o Fy (2%, y*) )
(2 3*) Y Gal@”,y7) y Gy(z™,y*) + G(a*,y)

e (0,0)

e (K,0) mit F(K,0) =0

o (0, M) mit G(0, M) =0
e ( F(0, M) 0 )

e Der allgemeinste Fall:

A ( KF,(K,M) KF,(K, M) )
~\ MG, (K, M) MG,(K,M)

Ergo: Es vereinfacht sich immer.

Exkurs Ende

Zuriick zu Lotka-Volterra

e Betrachte Dimensionslose Variante

du
o = u(l — )
;l—:}_ = av(u—1)



e Linearisierung um Fixpunkt (1,1) ergibt:

- (0 =1 o o
x—(a O)x—Ax

Symplektische Struktur

e Ergibt imagindre Eigenwerte:

)\172 = ﬂ:l\/a —> Wirbel

e Store die Form der Dynamik leicht:

@ = w(l—v) =  w—wv nach (1+e€)u— (1+ e)uv+ €30 + equv + ...
v = aw(u—1) = —av+oavu nach —(a+e)v+...

bis auf Nullmengen der Storungen = Ay, Aoy # 0

und damit
Re()\l’2> 7£ 0

o Also:

Die (integrable Hamilton’sche) Wirbel-Losung ist nicht stabil unter kleinsten
allgemeinen Modellstrungen.

29



Abbildung 3.5: Deformation der stabilen Strudel
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Abbildung 3.6: Deformation der Wirbel

Zusammenfassung:
e Lotka-Volterra zeigt, dal einfachste Jédger-Beute Modelle schwingen kénnen.
e Lotka-Volterra speziell unrealistisch, da konservativ (Hamilton’sch).

— Instabile Trajektorien unter zufélligen Storungen

— Instabile qualitative Dynamik unter Stérung der Modellstruktur

Erweiterungen des Lotka-Volterra-Systems
Ziel muB} ein Grenzzyklus sein.
Grenzzyklus:

e Abstoflender Fixpunkt ...
e ... aber anziehende, periodische Lang-Zeit Losung

e (Weitgehend) unabhéngig von Startwerten eindeutige Losung

31



e Festgelegte Skala, denke an Grofie der Insel
e Nicht Hamilton’sch: dissipativ

Klassisches Beispiel:

van der Pol Oszillator, 1922 [134]

Eventuell ergénzen: van der Pol in Lienhard Darstellung und graphische Erklaerung,
siehe R. Chachra PRE 86, 026712, 2012

Bemerkung:

e Entwickelt fiir Triodenschwingkreis
e Spiter fiir Modellierung neuronaler Aktivitit verallgemeinert [14]

F=p(l—2i—wiz, pu>0

32



Abbildung 3.7: Van-der-Pol-Oszillator
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S ¥ L Yo “o 50 © 7 [2

Abbildung 3.8: Van-der-Pol-Ostzillator

Der Effekt:
x2-Term:

e 12 < 1: negative Dadmpfung: System nimmt Energie auf (Batterie)
e z? > 1 Diampfung wird aktiv: System gibt Energie ab (Widerstand)

e Folge: Attraktor, in diesem Falle: ein Grenzzyklus

Unabhéngig von Startwerten nédhert sich jede Trajektorie einer eindimensio-
nalen invariante Menge. Potentialinterpretation. Vergleich zu Hamilton’schen
Systemen

e Liouville-Theorem nicht erfiillt. Phasenraumvolumen wird vernichtet. Von zwei
Dimensionen auf eine Dimension.
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Abbildung 3.9: Phasenraumvolumen nicht erhalten

e Auf Grund von Attraktivitat konnen Grenzzyklen mit Runge-Kutta Methoden
integriert werden

Physikalisch: Offenes System, nicht im Gleichgewicht mit der Umgebung
e Kleine Amplitude: Nieder-entropische Energie flieit rein
e Grofle Amplitude: Energie wird hoch-entropisch dissipiert

e Entropieunterschied sorgt fiir Strukturen
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Lineare Stabilitdtsanalyse:

.fl = I3

iy = p(l—a?)ry —wiz
Fixpunkt:

0 = T

0 = p(l—2a})zs —win
bei (0,0).
Linearisierung um (0,0):

Al _(01)

ox| —w§

—)\ 1 N\ 2 2
det (_WS M_/\)—)\ — A+ wy

)\ngj:u,u?/él—wg

e Positive Realteile = Fixpunkt (0, 0) ist abstoflend

Eigenwerte:

® /1 < 2wy instabilen Strudel

e /1 > 2wy instabiler Knoten ”iiberdimpfte Schwingung” —!

Exkurs: Globale Analyse:
Poincaré-Bendixson Theorem: Asymptotische Losungen in zeitkontinuierlichen 2 di-
mensionalen Systemen :

Stabile Fixpunkte

Grenzzyklen

(Explodierende Lésungen)

Hamilton’sche Systeme, im wesentlichen Harmonischer Oszillator
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Beweis:
Eindeutigkeit der Losung

Andert sich grundsitzlich in 3 Dimensionen: Chaos
Eventuell: Lyapunov-Funktion, um globale Konvergenz zu zeigen
Exkurs Ende

Erinnere: Es gibt immer Storungen:
Stochastischer van der Pol Oszillator:

i=p(l—2)i—x+e,

o L R % X ﬁ-

1\ h | }

1} - 4

2 0 - 1
-1 4

-2 b i

0 20 40 60 80 100
t

Abbildung 3.10: stochastischer van-der-Pol-Oszillator

Zuriick zu Lotka-Volterra:

r = ar—bry

= cyr —dy
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e Verhulst-Dynamik fiir z.B. Beute
T = ax (1 — Kix) — by
y = cyr—dy

reicht im allgemeinen nicht. Kann stabiles Fixpunkt-Verhalten bewirken

e Hinreichend: Andere Interaktionsterme:

Beispiel:
Sattigungseffekt
x
T = ar—b——
x4+ S Y
x
= —d
Y Yo + S Y
Bemerkung :

T
z+S

Terme der Form werden wir in Kap. 6 Enzymdynamik wiedersehen.

e Viele Erweiterungen, z.B. Konkurrenz zweier Jager y, z um die selbe Beute x

= axr — byxy — byxz
= cyr —dy

Z = ezx— fz

Man kann zeigen: Einer der Jégers tirbt aus. Principle of competive exclusion

e Stochastische Versionen, siehe [19]

3.3 Infektions Modelle

Erste Arbeit: Kermack & McKendrick, 1927 [65], schon besprochen in [4]
Fragen:

e Wie entwickelt sich die Infektion 7
e Wird sie zur Epidemie ?

e Wie soll man impfen 7
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e Wie breitet sich eine Epidemie rdumlich aus 7

SIR-Modelle

Bezeichnungen:
e S: Suszeptible

I: Infektiose

R: Removed (immun, isoliert, tod)

Manchmal auch: E: Exposed, wie ausgesetzt, Zeit bevor Infizierte infektics
werden (SEIR-Modell)

Manchmal auch: noch ein S fiir voriibergehende Immunitét nach removed, wie
bei Malaria

Abfolge:

S—I1—R

3.3.1 Gut gemischt

Annahmen:
e Effekte kurz in Bezug auf infektionsfreie Lebenserwartung S+ 7+ R= N
e Ansteckung durch Zweipunkt-Wechselwirkung mit rS7
e Removed proportional zu [
e Gute Durchmischung der Populationen

Ergibt SIR Modell:

S = —rSI (
I = rSI—al (

~N O
 —

Es folgt:

S+I+R=0=S{t)+It)+R(t)=N
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Teilchenerhaltung o.k.

Fixpunkte:
0 = —rSI
0 = rSI—al
= al

o (S*,I*,R*) = (5,0, R) mit
S = 5(5(0),1(0), R(0))

R = R(5(0),1(0), R(0))
Beachte: Im Unterschied zu van der Pol: Fixpunkt héngt von Anfangswerten
ab

e Gute Nachricht: I* = 0, aber beruhigt das 7

e Unter welchen Bedingungen breitet sich eine Infektion aus ?
Gl (7): .
I=(rS—a)l
— Abnahme fiir S < 2 =:p
— Zunahme fiir S > ¢ =:p

— p erlautern: Relative removal rate

Anfangsbedingungen:

S(0) >0, 5(0) <0, I(0)>0, R(0)=0
Wichtigste Frage:
e Gegeben S(0), 1(0), r, a: Wird sich die Infektion zur Epidemie ausbreiten 7

e Oder anders: 1(0) > 0 oder 1(0) < 0
1(0) = (rS(0) — a) I(0)

I(0) <0  wenn S(0) < —=p

a

r
I(0) >0  wenn S(O)>g:p
Fallunterscheidung;:
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e Da S(t) <0 und damit S(t) < S(0) folgt fiir S(0) < 2:

I=rS—a)l<0, Vt>0

Die Infektion stirbt aus.

e Andersrum, wenn S(0) > ¢ folgt Epidemie, i.e. I(t) > I(0) fiir gewisse Zeit
t>0.

e | Dies ist ein Schwellwertphédnomen

e Statt Relative Removal Rate p = ¢ oder contact rate 1/p = Z, oft

reproduction rate:

Ry = , kritischer Wert = 1

Anzahl der in komplett suszeptibler Bevilkerung sekundér von einem primér
Infizierten infizierten

Betrachte (5, ) Phasenraum:

dl (rS—a)l p

Bental S Sl A (N o

as rS1 TS
Separation der Variablen:

/dp:/@4+ﬁyw
S
ergibt:
I+8—plogS=C=1(0)+5(0) — plog S(0) 9)
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Imax I

e e - - e = e = = e o] -

R

IS

Abbildung 3.11: Startwerte: 1(0)+S(0)=N

Wie schwer wird die Epidemie 7

e Maximumsbedingung fiir Infizierte:
I = rSI—al =1(rS—a)=0

Folgt :
Maximum bei S = 2 = p

e Damit aus Gl. (9)
Iyaw = plogp—p+1(0)+ 5(0) — plog 5(0)
= N —p+plogp/S(0)
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e Good news: Nach Durchgang durch Maximum ist I = 0 stabiler Fixpunkt =
I(c0) = 0.

Naive Erwartung: Gesamtpopulation wird durchseucht, am Ende R(o0) = N

Aber
Eine wichtige Folgerung (Vorhersage) des Modells:

Aus Modellgleichungen Gln. (6,8) folgt:

s _ 5
dR ~— p
Ergibt:
S(t) = S(0)e /P > S(0)e N7, da N > R(t)
und

S(0)e™™? >0, wenn S(0) >0
Damit folgt:

S(t) >0 Vvt
speziell
0 < S(c0) =N — R()
da I(c0) =0
S(OO) = S(O) €xp [—@] = S(O) exp [——N _f(oo)]

Transzendente Gleichung, Losung numerisch/graphisch
Damit Gesamtzahl Infizierter:

Liotar = 1(0) + 5(0) — S(o0)

Folgerung (Modellvorhersage):
Die Epidemie endet mangels Infizioser nicht mangels Suszeptibler !

e Je todlicher eine Infektion, desto geringer die Wahrscheinlichkeit, dafl sie eine
Epidemie wird.

e Beispiel: Ebola, Diskussion letzter Ausbruch, S(0) grof3

e Das Problem der Epidemie ist nicht das Sterben, sondern das Anstecken.
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e Schlimmster Fall: Hoch infektios, langsam totend. Beispiel: AIDS

Vergleich mit empirischen Daten
e Schwache Epidemien

— I, R klein

— 7 klein

— a grof3

— p grof

— Ergo R/p klein

Héufig wird R(t), bzw. dR/dt in Removed/Zeitraum, schlimmstenfalls To-
te/Tag registriert.

dr =al=a(N—R-S)=a (N—R—S(O)exp [—E])
dt p
R
o< 1
Approximiere:
dR S(0)R  S(0)R*
2 AN R— _
= a( R—5(0)+ P 27
Losung:
2
p S(0) aat
t) = 2 tanh | — —
o S(O)K p Fotanh | =57 =0
mit

p p?

2 1/2
a=a(S(0),p,N) = [(S(O) — 1) + 25(0)(N — S(O))]

tanh™! <& — 1)
p

(0%

¢ = ¢(S(0)7:07 a) =

Removal Rate:
dR a?ap?

At 25(0) cos? (22t — o)
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Mit effektiv 3 freien Parametern
Beipiel: Bombay Pest Epidemie 1905-06
Removed= tot, dR(t)/dt = Tote/Woche
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Deaths (= dR/dt)

900

800

700

600

000

400

300

200

100

Weeks

Abbildung 3.12: Bombay Pest-Epidemie 1905-1906
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e Schwere Epidemie I: Grippe an Englischer Schule
Berichtet: I(t)
Fit des kompletten Systems:
N =763, S(0) =762, I(0) =1, p = 202 (aus Fit)
Modell-Bedingung fiir Epidemie: S(0) > p klar erfiillt

800
700
600}
500}

400

Number of boys

300

200

100}

Time (days)

Abbildung 3.13: Grippe-Epidemie an englischer Schule

e Schwere Epidemie II, Eyam (bei Sheffield)
Pest 1666, Ausloser der groflen Pest in London
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Abbildung 3.14: Pest-Epidemie bei Sheffield
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Anwendungen des Modells:

e Was sind optimale Impfstrategien ? Wieviel % der Menschen in welchen
Abstéanden [121] 7

Ziel der Impfung: Reduktion der reproduction rate Ry

Ry = TS(O), p : immunisierte Fraktion Ry = M
a a

Driicke Ry auf Ry < 1.

Beispiele fiir Erweiterungen :

e AIDS
b
Y I
Susceptible X' ————> Natural death
Ac
Infcc(,iyous "% ——-—ﬁ——> Natural death
pu (L =pv
W .
Natural death<€——— AIDS A Scropositive Z —*— 5 Natural death
1(1 non-infectious

Discase-induced death

Abbildung 3.15: AIDS: Noch ein Zustand mehr am Ende

e Zustand F wie exposed

— Infiziert
— Noch nicht infektios

Malaria:

— Uberlebende sind zeitlang immun, dann wieder suszeptibel
— Fiige hinzu: R — Im — S
— Der Kreis schliefit sich

49



3.3.2 Réiaumliche Effekte

e Im folgenden ohne R, hingt eh nur an
e Zentrale Frage: Gibt es epidemische Wellen 7

e Modellierung rdumliche Effekte durch Diffusion per Wérmeleitungsgleichung

i = DV?u
Ergibt:
S = —rSI+ DV3S (10)
I = rSI—al +DV*I (11)

Reaktions-Diffusions-Gleichung

Epidemische Welle:

o I(z,t) =1(2)
o S(x,t) = S(z)

e mit z =z — vt und 0 < I(z2), S(2) < const

Abbildung 3.16: Wellen wie gewohnt, Welle im allgemeinen
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e Beachte:
ol B dl dz dl ol B dl

= —U—— un

ot dzdt dz dr — dz
e Ergibt gewohnliche DGI 2. Ordnung in z.
Strategie :
e Setze Welle an

e Schaue, ob es zum Ziel fiihrt (4 la Separationsansatz in QM)

Scheiterendes Beispiel: Warmeleitungsgleichung

du d*u —v2/D
—UE:D@:>U(Z):A+B(3 /

Nicht beschrankt: Warmeleitungsgleichung produziert keine Wellen

Zuriick zu Gln. (10,11)
Dimensionlose Grofien:

- I -~ 5 _ rSy ~ a
S=gt (D)“’” rSot, S

ergibt, Tilden wieder weggelasen :

S"+eS"+ NS = 0 (12)
I"+el' +I1(S—=X) = 0 (13)

c: Ausbreitungsgeschwindigkeit

Linearisiere Gl. (13) an Ausbreitungskante: S — 1
I"+el' +I(1—\) ~0
mit Losung:
I(z) cexp [(—c £ {c* —4(1 - )\)}1/2)2/2}

e Da I(z) — 0 mit I(z) > 0 fiir z — £oo darf es nicht schwingen
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Es gibt Wellen, wenn

c>2v1—XA und A=

Entsprechend linearisiere Gl. (12)

In voller Schonheit:

1.0

0.01

a

50 <!

Erinnere: p = ¢, 5(0) > p war oben Epidemiebedingung

In dimensionsbehafteten Einheiten: v = /rS(0)D(1 — a/rS(0))

Epidemic wave

Abbildung 3.17: Epidemie-Welle
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Abbildung 3.18: Ausbreitung der Pest in Europa

e Bemerkung: Die grosse Pest von 1348 hat den Miinsterbau kleine 100 Jahre
einschlafen lassen

Reaktionsdiffusionsgleichungen sind weites Feld:
e Lotka-Volterra mit Diffusion
e Die beriihmteste: Belousov-Zhabotinski-Reaktion

e Siehe auch Kapitel 5 Musterbildung durch Turing Mechanismus
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e

Abbildung 3.20: Reaktionsdiffusionsgleichungen

Inenglisher Version middle ages and today, Gauss and Cauchy
TO DO:

Infektionsmodelle in small world netzwerken haben keinen Epidemic threshold, sieche
PRE Laessig siehe auch [108]

Percolation: Scale free network bricht nicht zusammen, wenn randomly attacked, but
vulnarable against targeted attack.
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Mit adaptivem Netzwerk [44]

Zusammenfassung des Kapitels:

Einfache Jager-Beute Modelle zeigen oszillatorisches Verhalten

Lotka-Volterra ist Hamilton’sch

— Trajektorien divergieren unter Rauschen
— Skala ist nicht fixiert
— Modellstruktur nicht robust

Infektionen haben Schwellenverhalten

Epidemien enden auf Grund des Mangels an Infektiosen

Beriicksichtigung von Diffusion erlaubt Infektionswellen

4 Erregbare Systeme

3 zwei Arten von Zellen:

e Nichterreghare Zellen: Stimulus fithrt zu monotoner Relaxation zuriick zum
Gleichgewicht

Beispiel: Hautzellen

e Erregbare Zellen: (Hinreichender) Stimulus fithrt zu Aktionpotential

Beispiel: Neurone
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Aot hillock
‘ [~ Soma Aot
Dendrite Huclens

Termitial buttons

mchematic of biological nevron.

Abbildung 4.1: Neuron
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Abbildung 4.2: Aktionspotential

Anschauliches Beispiel:
Streichholz:

e Kleine Fluktuationen in z.B. Temperatur: Nix passiert
e Grofle Fluktuation: Eigendynamik: Abbrennen

oder Klospiilung :-)

Wichtige Grofle: Nernst-Potential
Effekt spezifisch permeabler Membranen:
Zwei Krafte:

e clektrisch

e osmotisch
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K* K+ K* K*
A A A A

Abbildung 4.3: Nernst-Potential

K+

Betrachte Anderung der Gibbs’schen Freien Energie bei Ubertritt:

‘[ ou
AG = —kT log Lomlow Ay
[Ton],
Im Gleichgewicht:
kT Ton|o,
AV = VNernst = log [ On] t
ze [Ton]i,

Im Falle mehrerer Ionen komplizierter.

Squid Axon:

Na™ K+
Intrazellular 50 mM | 397 mM
Extrazellular 437 mM | 20 mM

Nernst Potential | 456 mV | -77 mV

Sorgt im Bereich zwischen -77 und +56 mV" fiir Strome in unterschiedliche Richtun-

gen.

Ruhepotential: —65mV
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4.1 Hodgkin-Huxley — Modell

Abbildung 4.4: The infamous giant squid, having nothing to do with the work of
Hodgkin and Huxley on the squid giant axon

TO DO: FOLIE mit Protein-Strukturen, Science paper
e Empirisches Model [51, 52]

e Daten aus Tintenfisch Axonen
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Stimulus

Squid axon

S~
—= > .

Abbildung 4.5: Squid axon und Aktionspotential

e Abgeleitet ohne molekulares Verstdndnis des zu Grunde liegenden Mechanis-
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mus’, aber geniale Spekulation dariiber

e Sehr erfolgreich. ”Most important model in all of the physiological literature”

e Nobelpreis 1963

Schéne Zusammenfassung [105]

lonenkanal

v l

/:%CF =

T

Lipidschicht

Abbildung 4.6: Membran mit Pumpen und Ionenkanélen
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Voltage
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Abbildung 4.7: Tonenkanal
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Outside

Bt '
C. —— ! 4

| = * L
+ —_— —

L TEK IEL

Inside
Abbildung 4.8: Ersatzschaltkreis
Ausgangsgleichung:

CoiV 4 Lipn (V) = 0

Relevante Tonen im Tintenfischaxon:

e Nat

o KT

e Rest (mainly Cl7) zusammengefait zu Leakstrom
Annahme [ & V, ergibt:

CV = —gna(V = Viva) = 95 (V = Vic) = 9(V = VL) + Lupp

mit Leitfahigkeiten gy, gk, g1, und I,,,: applied Current, extern angelegter Strom.

Zusammengefaflt:
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CnV = =Gegf(V = Veg) + Lupp
mit
® Jeff = gna + 9K + gL
o Vo= (9naVNa + 9V + 9LVL)/ Gery
o R, =1/gess ist &~ 1000Qcm?
e Zeitkonstante: 7,, = C,,R,, ~ 1 msec
Folge:

e Bei konstantem angelegtem Strom I,,,, geht Membranpotential schnell gegen:

V= Veq + Ryl app
e Das gilt empirisch fiir kleine Strome I,,,, aber nicht fiir gréfere.
e Frgo:

— I « V kann so nicht stimmen.

— Leitfahigkeiten gs miissen dynamisch sein.

Strategie:
Teile und herrsche

e Isoliere Aufbaustiicke, komplett unphysiologisch
e Modelliere sie, basierend auf komplett unphysiologischen Experimenten

e Baue alles wieder zusammen

Experimentelle Techniken
e Space-Clamp

e Getrennte Untersuchung von Na™ und K* Kanélen durch Blocken mit Tetro-
dotoxin, TTX, (Na™) und Tetrathylammonium, TEA, (K*)
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e Voltage Clamp - Technik, komplett unphysiologisch

— Regelung von I,,,(t), die Potential einstellt, so dass V' = const
— Potentialspriinge

~ V=0= gi(t)(V = V.y,) = Lpy(t) = Strom durch Membran

— Iapp t)
V— Ve

K3

9i(t)
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[k L v o U FBA

10 % Na

Abbildung 4.9: Voltage Clamp - Technik
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e Ergibt: Zeitabhéngige Leitfihigkeitsmessung

e Beachte: In Natur nicht moglich, da sich V' da ja grade &ndert, wieder komplett
unphysiologisch

(mS cm™?)
O N O

Potassium
conductance

5 109
2 a
100
Y £
(&}
§ o 88
e
Q
£
; 5 63
3 o 51
0
@ 3 38
5 E 32
a >
S 26
w

19
10

Abbildung 4.10: Leitfdhigkeit iiber die Zeit

Experimentelles Ergebnis:

e gx geht sigmoidal bei Anschalten, ohne Wendepunkt bei Abschalten

® gy, biphasisch
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Ansatz:
Wihle Differentialgleichung fiir gx und gy,

Kalium Leitfihigkeit
e Monotoner Abfall: 1. Ordnung DGIL.

e Sigmoidaler Anstieg: 3. oder 4. Ordnung DGI.
e (Genialer) Ansatz (HH)

gk = gxn*, gg =const, nC|0,1]
o= ap(v)(1—n)—Bu(v)n (14)

e Spekulation (HH): "may be given a physical basis”:
Kalium kann die Membran passieren, wenn vier unabhéngige, identische En-

titdten an einem bestimmten Platz (”for example inside”) sind

— n ist der Anteil "an bestimmtem Platz” (open)
— 1 —n der Rest (closed)

— a, und B, sind die Ubergangsraten

e Andere Formulierung fiir Gl. (14):

()i = ns (v) — (15)
Mit
o (1) #@gn(v) asymptotischer Zustand (16)
) = m Zeitskala (17)
Bewelis:
L el

a, (V) B, (V) an(v) + B, (v)
no= ay(v) = (an(v) + Ba(v))n
no = an(v)(l—=n)— B, (v)n
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Andersrum:

e Spannungs-Spriinge:

— Aufwarts:

Moo (V) /T (V)
(1 = neo(v))/Tn(v)

Bei t = 0, Sprung: v von 0 auf v, (n(0) = 0)
Losung von Gl. (15) gibt:

n(t) = e (v,) [1 —o (?%)]

* Monoton wachsend

* monoton fallende Steigung

* Potenzierung gx(t) = gn*(t) gibt sigmoidales Verhalten

— Abwarts von v, auf 0

B(t) = neo(vs) exp (i)

Tn(o)

Potenzierung g (t) = gn*(t) bleibt monoton fallend

e «,(v) und §,(v) Bestimmung :

(20)

(21)

— Fiir viele Spannungsspriinge, fitte Gln. (20, 21). Ergibt n.(v) und 7,(v)

— Mit Gln. (18, 19)

()

Bn(v)
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Rate constant (ms—!)

a, B, Axon

v v 15 T

1.0 O = 17 . a
O ¢ 18
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0.8 | A a 21 |
% x 23

0.7 + 24 ]

0.6 o 26 ]
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0 -110-100- 90 80 70 -60 -50-40 30 -20-10 0 10 20 30 40 50
VimV)

Abbildung 4.11: «,(v), 5, (v)

— Nichttriviales Ergebnis:
* Es hétte von Tier zu Tier variabel sein konnen
x Es hitte Hysterese-Effekte geben konnen

— Parametrisiere das Ergebnis
10 —v
exp (10 ll) -1

Bn(v) = 0.125exp <—%>

a,(v) = 0.01

% [n(v) rein empirisch
* «,(v) motiviert aus Bewegung geladener Teilchen in Membranen [43],
weitere Einsicht in zu Grunde liegendes

— Riickeingesetzt

71
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V(mV)
Abbildung 4.12: n(v)
MERKE:

e Der Ansatz enthilt o, (v), 8,(v), i.e. spannungsabhéngige Grofien

e In vivo bewirkt Anderung von n Anderung von v und damit von a,(v), B, (v):
Zeitabhéngige Differentialgleichung

e Durch Voltage clamp Technik wird v fixiert.

e Durch verschiedene ”geclampte” v wird o, (v), 8, (v) ”abgetastet”
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Abbildung 4.13: Leitfdhigkeit noch einmal

Natrium Leitfahigkeit
e Biphasisch: DGI mindestens 2. Ordnung
o (Genialer) Ansatz (HH):

gNa = Gnam’h, Gne = const, m,h C[0,1]
m = an()(1—=m)—LBnv)m
h = ap(v)(1 —h) = Bu(v)h
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e Spekulation:

— m "activating molecules”, schnell, 6ffnen mit wachsendem v:

0, (v) Ofm(v)
ov > 0> ov

— h 7inactivating molecules”, langsam, schlielen mit wachsendem v:

0fn(v) Day(v)
ov > 0> ov
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Abbildung 4.14: Inactivating particle
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Abbildung 4.15: «a,,(v), B (v) Kurven

Zentraler Punkt des HH-Models: Bestimmung von ¢(v)

Das Hodgkin-Huxley Modell:

Chn

-

= 3 =

—gxnt(v — vi) — GnamPh(v — vna) — g (v — vL) + Lupp
(V) (1 —n) = Bu(v)n

am (v)(1 = m) = B (v)m

ap(v)(1 —h) — Br(v)h
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mit jeweils v =V — V,,
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Abbildung 4.16: steady state und time constants
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Der Mechanismus:

Zentral: Trennung von Zeitskalen : 7,,(v) < 7,,(v), 7,(v)
Hinreichend groBer Stimulus (/,,)
Aktivierung der Na-Kanéle (m) schnell und folgt dem Strom

” Autokatalytische” Verstarkung von m (Steady-State Folie), Einwértsstrom
Na, starker Anstieg

Allméhlich setzen Inaktivierung der Na-Kanile (h) und Aktivierung der K-
Kanile (n) ein

K-Kanéle: Auswirtsstrom: starker Abfall und Unterschwingen

Sobald v beim Ausgang, geht n auf 0.

Vier Phasen:

Aufwérts (m)
Excited Wechselspiel m, h,n

Refraktér (h noch klein), kein Stimulus kann reaktivieren, Bedeutung siehe
unten

Recovery (auf dem Weg zu Ausgang), hinreichend grosser Stimulus kann reak-
tivieren
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Abbildung 4.17: Zeitverlaufe m, h,n, und gs und V'
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Abbildung 4.18: Vergleich Experiment und Simulation

Mechanismen fiir kontinuierliches Spiken:

e Hinreichend grofer I,,, sorgt fiir Wiederstart in Recovery-Periode
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Abbildung 4.19: Spike train
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e Erhohung des extrazellularen Kaliums
77 Eventuell: Slow /fast manifold Sachen
Zusammenfassung HH-Model, fiir m & h analog

e Input:
n= f(Oé(U), B(U)a n) (22)

e Resultat: 0 = g(n,v)
e Dieses wiederum dndert a(v), 5(v) in Gl. (22)

e Sagt auch Ausbreitung von Nervenimpulsen richtig vorher, sieche unten

Molekulares Verstandnis iiber lonenkanéle erst spéter, siehe Science 2003 [59, 60].

4.2 FitzHugh-Nagumo - Modell

Vereinfachtes HH-Modell, das Prinzip klarmacht [35, 93]
"Model of a model”

v Potential, skaliert auf v = 0: Ruhepotential
e v = a Potential, iiber dem das Neuron feuern soll.
e v = 1 Potential, bei dem die Natrium Kanéle ganz offen sind.

Das Modell:

v=v(a—v)(v—1)
tut das:

— v = 0 stabiler Fixpunkt
— v = a instabiler Fixpunkt

— v = 1 stabiler Fixpunkt
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N

Abbildung 4.20: v-Verhalten

— Fiir 0 < v < a lauft Modell nach v = 0 zuriick
— Fiir a < v < 1 lduft Modell nach v = 1, und stoppt.

Man braucht Blocking-Mechanismus w

— Kein Blocking, wenn v =0

— Zunehmendes Blocking, wenn v — 1

e Das Modell:
W = €e(v — yw)

Stabile Punkte

— w fixc w=v/y
—v=0w=0
—v=1lw=1/y

e ¢ bestimmt Annéherungsgeschwindigkeit an stabile Punkte

€ ist klein, Prozef} ist lansgam.

e Wirkung der Blockade auf v : v = —w

Insgesamt FitzHugh-Nagumo Modell:

v = va—v)(v—1)—w + Iy,

w = €(v—ryw)

Kubisches Form von R.H.S. der HH-Gleichung motiviert

Phasenraumverhalten, Teil IT nach Fixpunktverhalten:
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e Nullcline: Kurven im Phasenraum mit 2z = 0
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Abbildung 4.21: Verhalten im Phasenraum
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— Subthreshold
— Suprathreshold
— Moglichkeit periodischen Feuerns erklidren 6.13b

4.3 Hindmarsh-Rose model
e Oft beobachtet: Bursting, i.e. Gruppierung von Aktionspotentialen

e Diese kann durch das Hindmarsh-Rose Modell reproduziert werden, 1984 [50]

i = y+ar® —br’ —z+ Ly, schnelles Natrium
= c—di’—y schnelles Kalium
2 = r(s(r—x.) — 2) langsamer Rest

Burst and spike activity of Hindmarsh-Rose neuron

" A WU WA MU

lime [s]

Abbildung 4.22: Neurales Bursting im HR Modell

e Fiir bestimmte Parameter zeigt das HR-Modell chaotisches Verhalten, i.e. star-
ke Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen.
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DAS toy model fiir chaotische neuronale Dynamik.

HH und FH lassen sich auch wieder raumlich formulieren

e Space clamp aufheben

e Kabel-Gleichung

— Beschreibt schlecht isolierte Kabel
— Lord Kelvin, 1855
— Folgt aus Ohm’schem und Kirchhoff’schem Gesetz

— a Radius, R Widerstand
x entlang dem Kabel, I: Strom durch Isolation

a 02

I'=opae

Hier: Offene Ionenkanéle sind schlechte Isolierung

e Ergibt
Cur = S T 0~ im0 ) — e h(v — ) — 900~ 1) + 1
mU—QRaxQU grn (U — Uk gNaM NV — UNg gr\v —vL app
eine PDE.

e Wie bei SIR-Modell Annahme von v(x,t) = v(2) mit z =z — ct

e Ergibt:

v 1 0%

9t 2o

e Gibt ODE mit Wellenlosung = Ausbreitung von Nervenimpulsen

Big picture:
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e Funktion der Refraktéarzeit: Verhinderung, dass Aktionspotential riickwarts
lauft

e Erinnere: Epidemische Wellen kénnen nicht riickwérts laufen, da die Infizierten
fehlen

e Aktionspotentiale, weil keine aktivierbaren Neurone da sind.
Wichtig:

e Aktionspotentialausbreitung ist nicht durch Spannungsdifferenz entlang des
Axons getrieben

e Kein R = U/I =, keine Wirmedissipation durch R

e Unterschied zum Computer, bei denen dissipierte

Zusammenfassung des Kapitels:

e HH-Model abgeleitet aus (unphysiologischen) Potential-Sprung Experimenten

Beschreibt erfolgreich (freilaufende) Aktionspotentiale von Neuronen

Hodgkin-Huxley Modell ist das Highlight der mathematischen Modelle in der
Biologie

Sehr empirisch orientiert

FitzHugh-Nagumo Modell bringt den Mechanismus auf den Punkt
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5 Strukturbildung

5.1 Turing Mechanismus

Schéne Zusammenfassung [91]
Motivierendes Beispiel:

e How the leopard got his spots?

Abbildung 5.1: Leoparden-, Giraffen-, Lowenfell
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e Beachte: Wir haben nur 24.000 Gene. Das Muster kann daher nicht genetisch
kodiert sein
e Mathematisch:
Wellenphénomen im eigentlichen Sinne, nicht Fronten wie bei SIR-Modellen
1952: Turing’sche entwicklungsbiologische Strukturbildung-Theorie [130]
e Kein empirisches Modell
e Allgemeines Prinzip
e Biologische Realisierung lange umstritten, erstes Beispiel: [123]
Zentral:
"Morphogene”
e Morphologie = Gestalt
e Grobe Vorstellung: Zwei Katalysatoren, Enzyme, die diffundieren und reagieren
kénnen
e 7 Aktivator” stimuliert Fleckenbildung
e "Inhibitor” unterdriicht sie
e Dynamik von Aktivator und Inhibitor formt ”Prepattern”
e Abhéngig von ihren lokalen Konzentrationen differenzieren sich Zellen spéter
spezifisch
e Findet in bestimmten Zeitraum der Embryogenese statt

Veranschaulichung [90] :

Trockener Wald
Diinn verteilte Feuerwehrleute mit Hubschraubern
Zufillige Feuerausbriiche (” Aktivator”), die sich langsam ausbreiten (Diffusion)

Feuerwehrleute (”Inhibitor”) diffundieren schnell mit Hubschraubern und
ddmmen Feuer ein

Ergibt: Patches von verbranntem im griinem Wald: Muster

Klappt nur, wenn Inhibitor schneller als Aktivator diffundiert
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5.1.1 Theorie
Das Modell mit ¢; = ¢;(z,y,t) € RT [Mol/m?| in Gebiet B:

¢ = fle, ) + DiV3e;  Aktivator
¢ = glei,ca) + DaViey  Inhibitor

Turing hat damit 1952 Reaktions-Diffusions-Systeme erfunden.

Dimensionslos machen:

e Charakteristische Skalen:

— L Raumliche Skala von B
— T Zeitliche Skala der Reaktionen

e Dann mit

- ~v=1L?/D\T
regelt Verhaltnis von Reaktions- zu Diffussionseffekten
Erinnere [D] = m?/s

— d= Dy/D

w = vf(u,v)+ Vu
= vg(u,v) +dV*
Randbedingungen auf 0B mit 77 Auswértsnormalenvektor

zero flux : (AV)u = (iiV)v = 0

Bedeutung: Massive Wénde, Keine Einfliisse von auflen, kein Entkommen aus dem
Inneren

Bedingungen des Turing Mechanismus:

[1. ] 3 rdumlich homogener stationdrer Zustand (ug,vg) als positive Losung von
f(uo, vo) = g(uo, vo) =0

[2. ] (ug,vo) stabil bei Abwesenheit von Diffusion
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[3. ] (ug,vo) instabil bei Diffusion

Ist eine der Bedingungen nicht erfiillt, liegt kein Turing-Mechanismus vor.
To be noted

e Condition [3.] is the basis for the final pattern
e In [2.] & [3.] linear (un)stability analysis will be employed
e Cool idea: Typically, diffusion destroys patterns, here it creates them

e [f a partial differential equation does not fulfill the 3 conditions it can still be
a cool PDE, possibly also produce patterns. But not by the Turing mechanism

e Initially not clear whether Turing mechanism can be realised by any process.

Therefore:

Die Turing-Analyse

Gegeben ein konkretes System mit spezifierten f(u,v), g(u,v) und d
f(u,v) und g(u,v) konnen parametrisiert sein:

f(u,v) = f(u,v,py), g(u,v) = g(u,v,py) sieha Kap. 5.1.2

1]
e Bestimme rdumlich homogenen stationdren Zustand (ug,vy) als Losung der
algebraischen Gleichungen f(ug,vo) = g(ug, vo) = 0.
e Wenn keine positive Losung existiert, ist das System aus dem Rennen ein Tu-
ring Muster zu ewrzeugen
e Wenn eine positive Losung existiert, gehe zu [2.]
2]

Ohne Diffusion gilt
w="7f(uv), ©=nryg(u,v)

Betrachte Stabilitit:
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e Linearisiere um stationdren Zustand (ug, vg) mit:

w:(u_%)ziw:MWHMA:(h‘ﬂ)

U — Vg Gu YGv

uo,v0

Lineares System: = w o< e

)\1’2 aus |’)/A — )\]]_| =0

e Ergibt:

)\1,2 - %’7 |:(fu + gv) + \/(fu + gv)2 - 4(fugv - fvgu)

Stabil wenn Re(\;2) < 0, also:

fu+gv:trA<Oa fugv_fvgu:|A| >0 (23)

Stellt Einschrénkungen an mogliche Modelle und ihre Parameter dar.

e Gilt Gl. (23), gehe zu [3.]

3]

e Nehme Diffusion mit:

W = yAw + DV?w, D:((l) 2) (24)

— Zur Losung, betrachte zeitunabhéngige Losung des rdumlichen Eigenwert-

Problemes:
VAW (r) + E*W(r) =0 (25)

— N.B.: In 1D auf [0,a] :

W (z) o cos(nmz/a) mit n € N, erfiillt zero flux Bedingung

Eigenwert k = nr/a heifit Wellenzahl, 1/k o< Wellenlénge
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— Separationsansatz (slight abuse of notation concerning k):

w(r,t) = Z cre™ Wi (r), ¢ aus Anfangszustand w(r, 0)
k

Das in Gl. (24) eingesetzt, e*! und ¢, gekiirzt, gilt fiir jedes k da Wys
orthogonal:
Mk)W), = yAW,, + DV*W,,

Mit Gl. (25) folgt
MKW, = yAW,, — DE*W,

— Bestimme A\ 5(k) aus
AL —~vA+ DE?*| =0

Ergibt:
N+ AME (L +d) = y(fu + 90)] + h(E*) =0 (26)
mit
h(k?) = dk* — ~y(dfu + go)k* + 7| 4|
— Losungen instabil, wenn Re()) aus Gl. (26) > 0.
e Bedingungen fiir Musterbildung

— Instabilitdt under Diffusion braucht Re(A(k)) > 0, for some k # 0.
2 Moglichkeiten:

L [K2(1+d) —y(fu+90)] <0
2: h(k?) <0
— Da mit Gl (23) (fu + ¢») <0 und k*(1 +d) > 0V k # 0 sowieso scheidet
1. Moglichkeit aus.
Also

h(k?) = dk* — y(df, + g,)k* +7*|A| < 0

Aus Gl. (23): |A| > 0, ergo: einzige Chance negativ zu werden:
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dfu+g,>0 (27)
—=d#1,da f,+9,<0

Ferner: f, und g, haben unterschiedliches Vorzeichen

— Realistische Modelle: f, > 0, da Aktivator sich aktiviert. Erinnere das
Feuer

Folge: g, < 0 =

’d>1ID2>D1 ‘

— Gl. (27) ist notwendig, aber noch nicht hinreichend.
Minimalwert von h(k?):

(d fu+ gv)2
4d ’

h’miﬂ = 72 ‘A| - min 2

Damit h(k?) < 0, wenn:

(d fu+ gv)2

A
a oA

Am Punkt der Anderung, Bifurkation, qualiotative Anderung des Verhal-
tens :

e Bei der Bifurkation:

(d fu+ ,%)2
4d

e Legt kritisches Diffusionskoeffizienten-Verhéltnis d. (> 1) fest:

Al =

(de fu + 90)?

|A|:fugv_fvgu: 4dc
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o Kritische Wellenzahl nach GI. (28):

2 _ (dCfu+gv)_ ﬂ
kC _Fy ch _Fy dc (29)

k-Bereich instabiler Moden

e Wenn immer h(k?) < 0 sind die entsprechenden Moden instabil:
e fiir d > d, Nullstellen k%, k3

e Instabil fiir k € [k} : k2]

]K,C /\
Wavenumbers

h(kz) J—d of unstable modes

d < d,
|4

Abbildung 5.2: Die Dispersionsrelation

e Dispersionsrelation erkldaren, Raum und Zeit, Impuls und Energie
Beachte:
e h(0) = |A| > 0, entspricht Bedingung |[2.]

e Unstabiler Bereich von k fangt nicht bei £ = 0 an und geht nicht bis £ = oc.
Nur so etwas kann ein ”Muster” sein
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e Muster ist nicht streng periodisch, da viele k?s€ [k? : k2] beitragen

e Anfangsbedingungen: Zuféllige rdumliche Fluktuationen
Diese bestimmen c¢;s im Separationsansartz fuer w(r,t)

Alle Felle einer Art haben das selbe globale Aussehen, sind aber im Detail nicht
identisch

Zusammenfassung der Bedingungen an f(u,v,py), g(u,v,p,) und d :

fut+9, <0,  fugs — fogu >0 aus Stabilitat ohne Diffusion
dfu+g,>0 (dfu+g,)* >4d|A| aus Instabilitit bei Diffusion

Ende der Turing-Analyse

Bisher nur lineare Naherung:

Alles war in linearer Naherung, i.e. bei Re(A(k)) > 0 exponentiell wachsend

Wachstum geht nicht beliebig

irgendwann bremsen nichtlineare Effekte

Betrachte Imaginérteil von A\: Wenn Im(A(k)) # 0 = zeitliche Oszillationen

Stoppen, wenn ”bestimmter Zeitraum der Embrogenese” vorbei ist

Diskussion der Anfangsbedingungen

Bemerkung zur Ubung:
e Sie stammt aus dem Turing Original paper
e Das Modell ist die lineare Naherung

e Warum explodiert die Losung nicht ?

Parameter sind so gewéhlt, dafl genau man genau bei der Bifurkation ist:

(d fu+ g0)°

A:
Al 1
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D.h.:

=0 fiir k. nach Gl (29)
< 0 sonst

RN {

e Alles bis auf eine Mode wird weggedampft

Normalerweise wirkt Diffusion stabilisierend, weil ”verschmierend”
Turing zeigt:

e Wenn fiir D; = Dy = 0 das System gegen rdumlich homogenen Fixpunkt geht,

e ... dann kann Diffusion mit D; < Dy zu rdumlich inhomogenen Mustern fiithren

e Short range activation, long range inhibition, sorgt fiir Muster im mittleren
Wellenzahl Bereich

Feuerwehrmanntechnisch klar machen

e Diffusionsgetriebene Instabilitdt: Turing Instabilitét

Kleine rdumliche Storungen wachsen zu Mustern

e Symmetriebruch der Translations- und Drehinvarianz der stabilen homogenen
Losung unter den Bedingungen [1.] & [2.]

e Andere Mechanismen der Strukturbildung in PDEs, speziell komplexe
Ginzburg-Landau Gleichung?:

A=A— (1 —id)|APA+ (1 +ia)V3A
— Eckhaus Instabilitat

— ZigZag Instabilitét

— Benjamin-Feir Instabilitét

INicht zuVerwechseln mit der Ginzburg-Landau Theori der Phaseniibergsinge, Supraleitung
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Abbildung 5.3: Complexe Ginzburg-Laundau Gleichung

Merke:

Fundamentaler Unterschied der Hodgkin-Huxley und der Turing Strategie.
Fiir Diskussion HH vs. Turing Modellierungs-Strategie, siehe [140]

5.1.2 Beispiel fiir Turing-Analyse

Toy-Modell, Schnackenberg, 1973 [110]
1D:

U = vf(u,v,pf) + e =y(a—u+ uZU) + Uy
) = Vg(u, U7p9) + dUCCJJ = ’Y(b - UQU) + dvacac

[1. ] Homogener positiver stationérer Zustand

a—u+u2v

0 = b—u%w
Ergibt:

b
(a+b)2’

up=a-+b, wvy= b>0,a+b>0
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Bedingungen an die Parameter

Am stationarer Zustand

—2b
fU:(a+b)2>O, gu:m<0, gv:—(@+b)2<0

_b—a

fo= "

‘A’ = fugv - fugu = ((Z—i— b)2 >0

Wegen der Notwendigkeit der unterschiedlichen Vorzeichen von f, und g, folgt
b>a

. ] Stabil ohne Diffusion

Bedingungen an f(u,v) und g(u,v) verlangen

futgo<0 = (a+b>*>b—a
fugo — fogu >0 = (a+b)?*>0

. | Instabil ohne Diffusion

Bedingungen an f(u,v) und g(u,v) verlangen

dfy+ g, >0 = d(b—a)> (a+0b)?
(dfu + 90)* = 4d(fugo — fogu) > 0 = [d(b—a) — (a+b)’]* > dd(a +b)"

Dies legt den Turing-Raum der erlaubten Parameter fest.
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Local

activation

AN

Long range
Latcral

Diffusion (d > 1)

Inhibition

— v Degradation

Abbildung 5.4: short-range, long range, Losungen in 2D

5.1.3 Gierer-Meinhardt Modelle

e Konkretes Beispiel in Turing 1952 war unbiologisch und nicht intuitiv
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Abbildung 5.5: Zitate vom Turing 1952 paper, a sleeping beauty.

e Gierer-Meinhardt Modelle, 1972 [39, 86]: Schritt zur Biologie/Intuition

e 2 Klassen von Modellen/Mechanismen
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Erinnere
fu>0> 9o <07 fugv_fvgu >0
Ergo:
Entweder
(i.) fu<Ound g, >0

oder
(i.) fy>0und g, <0

(i) Aktivator-Inhibitor System

02
(14 Kqu?)v

v = sigma, + pqu — [V + D,V

U = Oy+ pu — Uy + D, V*u

Check for f, <0 and g, > 0

+ -
(Y . ()
P e
&_/
- Faster
Diffusion

Abbildung 5.6

(ii) Aktivator-Substrat System
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2

v
U = 04+ pu——— — pyu + D,V?u
tp 1+ Kk, u? plutt
u?v
U = Oy — pp——— — Uy + D,V
v =P 1+ Kkyu? po¥

Check for f, > 0 and g, <0

N _
A
\___/

-+ ’ Faster
Diffusion

Abbildung 5.7
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5.1.4 Vergleich mit Realitat

Abbildung 5.8: 2D-Simulationen
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Abbildung 5.9: surface scale Effekt

Begriindet, uniformes Fell von Maus und Elephant, aber gefleckt bei Leopard

FOLIE mit Tier (b) (Capra aegagrus hircus), kann man sich im Mundenhof, vorne
gleich links auf ZMF Geldnde, ansehen
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Abbildung 5.11: Beinansatz

Analogie zur stehenden Wellen. Bei effektiv 1D gibt’s auch nur 1D Muster
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Abbildung 5.12: Schwénze

e Wahre Modellvorhersage:

— Tiere mit Flecken auf dem Koérper konnen gestreifte Schwénze haben, ...

— ... aber gestreifte Tiere kdnnen keine gepunkteten Schwénze haben

e Sieht aus als verstosse es gegen 2. Hauptsatz der Thermodynamik, tut es aber
(natiirlich) nicht.

e Erster mechanistischer biologischer Nachweis in 2006 [123]

5.2 Accurate cell division

Accurate cell division
[103, 57] EMBO J paper

e Zellzyklus E. Coli

e Wo ist die Mitte ?

108



e Beobachtung: MinC, MinD, MinE oszillieren

e Im Mittel erhohte MinE Konzentration in der Mitte

Modell:

dpp 01 0”pp
== = e D

dt 1+ o}pe pp T+ 02pepd+ Up O0x?

dt 1+ o\p. PD 2Pe Pd
dPE 04 aQPE
= = —— ) D

i 1+U§;,0Dp +03pp pe + VE 92
dpe 01 +
= —— P o
dt 1+021pr 30D PE

[rgendwann mal ausbauen ...

Zusammenfassung des Kapitels:

e Turing Modell ist Prinzipien-orientiert

Short range Activation, long range Inhibition

Diffusiongetriebene Instabilitat

Nicht intuitiv, da normaler Weise Diffusion Strukturen zerstort

Gierer-Meinhardt bring Mechanismus néaher an die Biology

Diskussion: HH-Strategie vs. Turing Strategie

6 Enzymdynamik

e Ubergang von Teil 1 Mathbio zu Teil 2 Sysbio. Hier einzelnes Enzym, dort
Netzwerke von Enzymen.

e Enzyme kennen wir schon als ”Morphogene” von Turing

e In gesamter Zellbiologie wichtig, von Metabolismus bis Biotechnologie.
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Massenwirkungs” gesetz”
Betrachte zwei Substanzen, die zu einer dritten reagieren

A+B - ¢ (30)

Rate k gibt Produktionsrate % an und ist Produkt aus:

e Anzahl der Kollisionen von A und B per Zeiteinheit: o [A][B]

e Wahrscheinlichkeit, dafl bei Kollision Aktivierungsenergie (Freie Energie Bar-
riere) der Reaktion iiberschritten wird.

Ergibt:

a[C]
E0 = k4B (31)

Identifikation von Schema (30) mit Gl. (31) ist das Massenwirkungs” gesetz”
Kein Naturgesetz, eher wie Ohm’schen Gesetz

e Gilt i.d.R. nur fiir elementare Reaktionen
e Oft gute effektive Beschreibung, z.B.

2H2 + OQ — QHQO

Elementare Reaktionen:

— Hy — 2H (Ziindung)
H+0Oy;—OH+O0
- O+Hy, - OH+H
- OH+ Hy, - H O+ H

e Nicht giiltig bei
— sehr hohen Konzentrationen, molecular crowding fithrt zu

d[C]

i k[A]*[B])°

— diffusionslimitierten Reaktionen
Reaktion-Diffusions Systems
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— sehr niedrigen Konzentrationen, ” Konzentration” macht keinen Sinn mehr
diskrete Dynamik, Gillespie Algorithmus [40], Kap. 11.1

Viele (im Prinzip alle) Reaktionen sind reversibel:

b
A+B < C
k_
Fiihrt auf:
d|C
M ko kB

Im Gleichgewicht:

Da Gy = [A4] + [C] = const

[Bleg

Cleg = Gg —————
(Clea * Keq + [Bleg

K., = k_/k: Gleichgewichtskonstante

Wichtigste Abweichung vom Law of Mass action: Enzymdynamik

e Enzyme: Proteine, die Reaktionen katalysieren

e Katalyse: Verringerung der Aktivierungsenergie
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Abbildung 6.1: Aktivierungsenergie wird durch Katalysator gesenkt

Beispiel: Zucker und Zigarettenasche

Beschleunigt i.d.R. Reaktion in beide Richtungen, typischer Weise eine bevor-
zugt

Katalysator wird in Reaktion nicht verbraucht
Wirkung z.B. durch:

— Aufhebung von elektrostatischer Abstoung der Reaktanten

— Aufbrechen von Verbindungen in Molekiilen
Enzyme sind i.d.R. hochspezifisch
Beschleunigung der Reaktionsgeschwindigkeit um bis zu 107
Substrate: Opfer der Enzyme
[.d.R. Enzymkonzentration klein, da hoch effizient

[.d.R. Enzyme gréfere Molekiile als Substrate
Nette Ausnahme, Kap. 10.1.4 MAP-Kinase, wo Substrate zu Enzymen werden
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Ausfiihrliche Literatur: Dixon, Webb [25]

Wichtigstes Beispiel:

6.1 Michaelis-Menten Kinetik

Originalarbeit von 1913: [87]
Mit S: Substrat, E: Enzym, P: Produkt

k1
S+E < ¢ ™ pyE
k_y

e Motiviert aus: Enzym Invertin verwandelt Substrat Saccharose in Produkte
Glukose und Fruktose.

e P wird schnell abgefiihrt = zweiter Schritt ist unidirektional, weil

Mit s = [S], ¢ = [C], ... und Massenwirkungsgesetz fiir alle Reaktionen folgt:

$ = k_jc—kyse (32)
¢ = (k-1 +ka)c—kyse
¢ = kyse— (k_1+ky)c
p = ke (33)

mit erhaltenen Groflen: ep = e + ¢ und sy = s + ¢ + p, d.h. nur zwei unabhéngige
Differentialgleichungen

Ausgangslage: 4 Gleichungen

2 Erhaltungsgrofien = 2 Gleichungen

e Ziel: Eine Gleichung fiir Produkt-Produktionsrate p in Abhéngigkeit von Sub-
strat s

Oder: Direkte Beziehung zwischwen s in rhs von Gl. (32) und p in Gl. (33)

—> 1 Weitere Annahme notwendig.
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e Wenn eine Annahme nicht erfiillt ist, fithrt sie zu einer Néherung, gut oder
schlecht, hangt davon ab

Zwel Ansatze:

e Gleichgewichts-Ndherung (Original Version)
e Quasi-Steady-State Ndherung (nach Briggs/Haldane, 1925 [17])

Gleichgewichts- Approximation
e Annahme: s =0
Substrate wird kontinuierlich nachgefiittert

o Gl (32) ergibt:
kise=Fk_ic

Diskussion, siehe unten.

Da e = er — ¢, folgt:

kiser — kisc = k_jc
kiser = c(k_1 + k19)
B kiser
kg + kys

mit Michaelis-Menten Konstante Ky = k_1/k;

e€rS
CcC =
K,+s

e Damit folgt fiir Geschwindigkeit V' der finalen Reaktion, i.e. Produktionsrate
p fiir p:

Vma:(:
V = p = ko = hy—X> i

= 34
K.+s K,+s (34)

mit Vmax = kIQGT
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e Beachte: Enzym-Dynamik ist raus.

d_p Vimax {
dt

EVITIE.\‘:

]

Abbildung 6.2: Michaelis-Menten Kinetik

e ['iir kleine Substrate Konzentrationen: linear

e Fiir grosse Substrate Konzentrationen: Sattigung bei V4.
Alles Enzym im Komplex gebunden.

e Skala festgelegt durch K: Fiir s = K gilt V = V,,,4,,/2

o V... = kser : Dissoziationsreaktion C k2 p + E ist Raten-limitierend

e Annahme k;se = k_jc nur wahr, wenn kontinuierlicher Nachschub, im
FlieBgleichgewicht

e Sonst Naherung, eben die Gleichgewichtsndherung, mit

Quasi-Steady-State Approximation

Annahme: Raten fiir Bildung und Zerfall des Komplexes C sind im wesentlichen
gleich, d.h.:
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c~0
Fiir Klarheit, dimensionslose Variablen:

s c k_y + ko
0 = ) X = ) T = kleTtJ R =
St er kisp

Durch e = er — cund p = sy — s — ¢, fithrt das auf:

47 st +a)
dT—oxaa
d

dfza—x(a—i-/ﬁ)

Nun:

e Enzyme sehr effizient

(35)

e ihre Konzentration i.d.R. klein relativ zu Konzentration von Substraten (Aus-

nahme, siche Kap. 10.1.4 MAP-Kinase)
D.h.:

=T «c1a102-10"7

ST
Folge:

e Gl (35) ist schnell

e Y bleibt nahe dem Gleichgewicht, verhélt sich adiabatisch

e insbesondere wenn o (chemals s) sich dndert. Unterschied zu Gleichge-

wichtsndherung

e Zeitskalen-Separation

e erinnere Blocking-Variable w beim FithHugh-Nagumo - Modell, war genau an-

dersrum

Quasi-Steady-State Approximation:

e Setze € dX =0

e Das ist nicht das selbe wie
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Quasi-Steady-State Approximation bedeutet:
e \ dndert sich, ...
e ... aber auf Mannigfaltigkeit : 0 = 0 — (0 + k)

e Separation der Zeitskalen

QSS Approximation ist giiltig, wenn
e ¢ klein

e % st in der Ordnung von 1

dr
Nun folgt:
o
- o+ K
do B (k —a)o
dr o+ K
In alten Variablen:
“
. _crs
K, +s
mit Michaelis-Menten Konstante K, = %

e Dies ist einfaches Beispiel der ”Singular Pertubation Theory”
e Form der Gleichung identisch zu Gleichgewichts-Approximation Gl. (34), nur

K, = w statt K, = k_1/k
1

e Unterschied recht egal, da die Gleichung als eigenstédndig betrachtet wird.

e Beachte: Jetzt 2 Parameter, V.., K,,, statt original 3 ki, k_1, ks.

Historische Bemerkung
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Bestimmung von V., und K,, ohne Computer:

Lineweaver-Burk-plots: Invertiere Gl. (36):

V Vmax Vmaw S

Messe V fiir verschiedene s

1
Vmaz

Bestimme und VK—’" per linearer Regression
max

Lose nach K,,, and V., auf

Beispiele fiir komplexere Enzym-Reaktionen

e Reversible Produktbildung

k1 ko
S+E — ¢ = p+E
k_q k_o

fithrt mit a = [S4], b = [Sp] auf

- Vrzaxs/KmS B Vn:axp/KmP
1+ S/KmS +p/KmP

mit V. V-~

iz Viraws Kms, K, p wie iiblich, aber angepasst

e Uni-direktionale bi-molekulare Reaktionen

ey ks
S +Ss+E «— ¢ — P+E
k_y
fithrt auf
Vmaxab

V:

KmAKmB + KmAa + Kme +ab

e and much more complicated ...
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6.2 Enzym Inhibition

e Enzym Inhibitoren verringern katalytische Wirkung

e Irreversible Inhibitoren setzen Enzymwirkung auf 0.

Beispiele:

— Cyanid: Block Enzym Cytochrome-C Oxidase, Zellen kénnen keinen Sau-
erstoff mehr aufnehmen

— Viele Nervengase
Im Folgenden:
e Kompetitive Inhibition
e Allosterische Inhibition
Kompetitive Inhibition

e Jandere Substanzen, die auch an katalytisch aktive Bindungsstelle des Enzyms
binden kénnen

e Kompetitive Inhibitoren dhnlich zu Original-Substrat (Schliissel-Schlo8 Prin-
7ip)

e Substrat mufl damit konkurrieren

Einfachstes Beispiel:

kq
S+E «— ¢ ™ P4E
k_q
ks
I+E —
k_s

Analyse wie oben in QSS Néherung und ¢ > e, i.e. i=const:

KZ'GTS
C =
! Kpi + K5 + K, K,
KmeT’i
Cy =
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mit

k_i+ ko k_3
Km = 5 Kz - 5
kq ks
Geschwindigkeit V' der Reaktion :
ko Kiers Vinaz S

V p— k pr— pr—
VTR it Kis + KK,  Kn(l+i/K) +s

Also

Kompetitiver Inhibitor bewirkt:
e Erhohung der Michaelis-Menten-Konstante K, um Faktor 1+ i/K;

e keine Verdnderung der maximalen Geschwindigkeit V..

Allosterische Inhibition

e Enzym hat mehrere Bindungsstellen, nicht nur enzymatisch aktive

e Bindung von Substanz an inaktive dndert Konformation des Enzyms. Das kann
Aktivitéit der aktiven hemmen (vergrofiern)

e Diese enzymatisch inaktiven Bindungsstellen heiflen allosterisch oder
regulatorisch

e Allosterische Inhibitoren konnen sonstwas sein.

e allosterisch (griechisch): an einem anderen Ort, weil Hemmung des Enzyms an
einer anderen Stelle als der aktiven

Einfachster Fall:

e Eine enzymatische Bindungsstelle

e Eine allosterische Bindungsstelle, setzt katalytische Wirkung auf Null
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k1S
—_—

-1

Abbildung 6.3: Wiring

Analyse im Gleichgewicht (in QSS Naherung komplizierteres Ergebnis):

V, S
V= max
mit i i
[(s:;1 Kz:i Vmaz:k
kl 9 ]{:3 ? 26T
Also :

Allosterischer Inhibitor bewirkt:
e Keine Anderung der Michaelis-Menten-Konstante

e Verminderung von V,,,, um Faktor 1+ i/K;

N.B.: Folgerung in QSS-N&dherung nicht so grade

Insgesamt Merke:

Durch Auswirkung auf V,,,, und Michaelis-Menten-Konstante kann
zwischen kompetitiver und allosterischer Inhibition unterschieden
werden.

6.3 Kooperativitéit
Oft:
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e Enzym hat mehrere enzymatisch aktive Bindungsstellen

e Substrat-Bindung an eine beeinflufit Verhalten der anderen

Einfachstes Beispiel: Zwei identische, symmetrische Bindungsstellen:

ky

S+E — ¢ = P+E
k_y
ks

S+0 — ¢, Pt
k_3

Massenwirkungsgesetz und Quasi-Steady-State Approximation dc;/dt =0

K2€TS
KKy + Kys + s2
2
e€TSs

@ = KKy + Kys + 82

&1

mit
k_1+ ko k_s+ ky
Ki=———- Ky=—"——
1 k'l 3 2 k’g

Reaktionsgeschwindigkeit:
(ko Ko + kys)ers
V=k kyco =
261+ K2 KlKQ + KQS + 52

Betrachte zwei Extremfalle:

e Keine Wechselwirkung
]Cl = 2k3, 2/{3_1 = ki_g, ]{?4 = 2]432, K= K1 = K2

_ 2kger(K +5)s 2]€26TS
O K?242Ks+s2 TK+s

Rate doppelt so grofl wie eine alleine, macht Sinn.
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e Extrem-Kooperation

— Bindet die erste, wird die zweite beliebig schnell
— Modellierung: k3 — oo, ky — 0, aber kiks = const
— Entsprechend K; — oo, Ky — 0, K1 Ky = const = K2,

ergibt:

V= kiers®  Viges®
K2 +s2 K2 4 82

Nur k4 in V4., macht Sinn

1.6 - —— positive cooperativity
------ no cooperativity
1.4 — - -- negative cooperativity

Reaction velocity, V

I ]
0.0 05 1.0 1.5 2.0
Substrate concentration, s

Abbildung 6.4: Positive & negative Kooperativitét

Mit n Bindungsstellen mit
K, — o0, K;—0, K/ K,=const, K, = HKi :
folgt

vmax s"

V=—"--—
Kn 4 sm

eine immer sigmoidalere Kurve.
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e [iihrt zu Ultrasensitivitat.

Wichtig zur Rauschunterdriickung

e Bei Fit an empirische Daten, wird n nicht unbedingt bedeutungssicher als
Hill-Koeffizient der Kooperativitit bezeichnet.

e Es gilt Hill-Koeffizient < Anzahl der Bindungsstellen

Detailierte Modelle :

e Monod-Wyman-Changeux — Modell [89], siche Blut-Kapitel. Schoner Review
[21]

e Koshland-Nemethy-Filmer — Modell [75]

Das Ganze geht natiirlich auch beliebig viel komplizierter :-)

6.4 Oszillationen

[119]
[29]
Zusammenfassung des Kapitels:

e Michaelis-Menten Kinetik ist wichtigste Abweichung vom Massen-Wirkungs
Gesetz

e Inhibitorische Effekte sind differenzierbar durch Effekt auf V., and K,

e Kooperativitéit gibt Ultrasensitivitét

7 Ein ganz besondrer Saft
Reminder:

e Ideales Gas:
PV = nkT oder P = ckT

e Gasgemisch mit Anteilen x;:
Partialdruck : P, = z; P
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e Grenze Gas (mit P;s) — Fliissigkeit (¢;s) :
¢ =o0;b
o;: Loslichkeit

e Historisch bedingt: Resultate in Pratialdruck

7.1 Hamoglobin und Myoglobin
Loslichkeit im Blut von
o COy: 3.3 x 107> Molar/mmHg
o Oy 1.4 x 1078 Molar/mmHg
Faktor: 20
e ('O, kann einfach im Blut gelst transportiert werden
e (O, muss transportiert werden

Sauerstofftransport:

e Von der Lunge in den Korper: Rote Blutkérperchen (Erythrozyten), keine Gene
Transporterprotein: Hamoglobin.

e Innerhalb der Muskeln: Myoglobin
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Abbildung 7.1: Sattigungskurven von Hédmoglobin und Myoglobin

e Sauerstoffpartialdruck in der Lunge: 100 mm Hg.
—> Héamoglobin geséttigt

e Mittlere Sauerstoffpartialdruck im Gewebe (Muskel): 40 mm Hg
—> Sauerstoff geht von Hamoglobin zu Myoglobin

e Plotzlicher Bedarf an O,: Partialdruck auf, say, 20 mm Hg
= Grofler Ubertrag von O, in den Muskel

Das macht Sinn !

Der Mechanismus:

Myoglobin:

e Myoglobin besitzt einen Him-Komplex, die ein Oy-Molekiil binden kann.
Gebundener Komplex: Oxymyoglobin

k4
Oy +Mb —  MbO,

k_
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e Massenwirkungsgesetz:

(O], = —k, [Mb][Os] + k_[MbO,)]

e Im Gleichgewicht:

ke [Oo)[Mb] = k_[MbO,y] = [MbOQ]Z%[OQHMb]

e Anteil Y besetzter Mb — Bindungsstellen

_ [MbOy) (O]
~[MB] 4+ [MbO,y] K+ [0y

e Von Konzentration zu Partialdruck: [Os] = 00, Po,, gibt mit K, = K/op,:

100 —
80

9

E 60—

C

el

®

5 404

[4v]

(¢p]
20 —
0 I I I i i l

0 20 40 60 80 100 120
Oxygen partial pressure (mm Hg)

Abbildung 7.2: Vergleich Sattigungskurven Myoglobin gemessenm vs. Modell
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e Modell beschreibt die Daten

o K = 2600, mm Hg leicht verwirrende, aber iibliche Angabeart
Hamoglobin:
Héamoglobin besitzt vier Him-Gruppen, die jeweils ein Os-Molekiil binden koénnen.
(i) Einfachstes Modell:

e Bindung auf "einen Schlag”:

ks
40, + Hb +—  Hb(Os)s

k_

e Massenwirkungsgesetz:

[Hb] = —k, [Hb][O)* + k_[Hb (05).]
e Anteil Y besetzter Hb — Bindungsstellen
Mlt K4 - k_/k+

[Hb(O2)a] — _ [Oo]!
[Hb] + [Hb(O2)s)  K*+ [0O9)*

Y =
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0 20 40 60 80 100 120

Oxygen partial pressure (mm Hg)

Abbildung 7.3: Vergleich Himoglobin gemessen vs. ”One Stroke”, formales, detai-
liertes Modell

e Modell beschreibt die Daten nicht

(ii) Formales Modell

e [itte formal:
[O,]"
Erinnere : n Hill-Koeffizient

—> Mindestens drei Bindungsstellen
e Ergibt: n = 2.5 und K = 260 mm Hg
e Modell beschreibt die Daten, aber keine theoretische Basis fiir dieses Modell

(iii) Detailiertes Modell

e Die elementaren Schritte:
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OQ—FHj,l <— Hj, j:1,2,3,4

kj
mit Hj = Hb(OQ)]
Im Gleichgewicht
ky; H; 4]|O
) = S o, = B0 g e
—J J

Anteil Y besetzter Hb — Bindungsstellen

. Z?:l jHj
4 Z?:o HJ'

Gleichgewichtsbedingung eingesetzt:

ijl jo[Oa)!

mit

Fittet man dies an die empirische Kurve, ergibt sich:

— K7 =45.90 mm Hg
— K3 =23.90 mm Hg
— K3 =23.1c mm Hg
— K, =1.50 mm Hg

Bemerke: Ky < K, K5, K3
Das bedeutet:

— Wenn drei O, gebunden, besteht grofie Affinitéit, auch ein viertes zu bin-
den.
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Oder: Sind alle Bindungsstellen besetzt, ist das Ablosen des ersten O, am
schwersten

— Briefmarken-Beispiel

— Macht Sinn: Sichert sicheren Transport von gestatigtem Hamoglobin im
Blut und gewéhrleistet schnelle Freisetzung am Muskel wenn diese beginnt

— Beachte: Keine Kooperativitit im strikten Sinne wie bei Enzymen

— Diese positive Kooperativitét ist nicht komplett mechanistisch verstanden,
aber mit Monod-Wyman-Changeux Modell gut beschrieben

Mutter und Fotus haben unterschiedliches Hadmoglobin
Das Krokodil [49]:

e Krokodile konnen bis zu einer Stunde unter Wasser bleiben

Sie haben besonderes Hamoglobin mit einer Bindungsstelle fiir Bicarbonat.

Bicarbonat: Salz der Kohlensaure

Bicarbonat reichert sich beim Luftanhalten an

Diese bewirkt per allosterischem Effekt eine Verringerung der Bindungsaffinitét
fiir Sauerstoff
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Transplanting a unique allosteric effect
from crocodile info human haemoglobin
Hennakao ef al. (1995) Nature 373

geringe Bicarbonat-
Konzentration

2 100 :_

8 human

i

I

3 50

3 Hohe Bicarbonat-
& | Y e nzentration
O | T fe”

> fane

>

°© 0

log(pO,) in blood

E:> croco: conformation change due to allosteric binding of bicarbonate
oxygen binding affinity decreases

Abbildung 7.4: Crocohaemoglobin

e Es steht mehr Oy zur Verfiigung.

7.2 Facilitated Diffusion

Check with english version
Reminder:

e Fick’sches Gesetz
u Menge einer Substanz

Allgemeiner Erhaltungssatz, Kontinuitédtsgleichung:
u=f—-VJ
f Produktionsrate, J Flufl

Wenn
J = —DVu Fick’sches Gesetz
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mit Diffusionskoeffizient D, dann

u=f+ VDVu
Wenn D konstant
= f+ DV?u
Ohne Produktion:
u = DV*u

Erinnere Warmeleitungsgleichung

e Massenabhéngigkeit von D, Einstein 1906 [27]:

Fiir Kugeln
kT

- 6mua
Von Radius a zu Gewicht M:

D

, b Viskositdt a Radius

1/3
p_ T (L)
3 \6m2M

Dichten p groler Proteine i.w. konstant: Je schwerer, desto lahm

e Ohm’sches Gesetz

stationdre Diffusion durch Wand :

c(0,t) =¢  c(L,t) =¢

d*c
Cc = - @—0
T D
c(lx)=c+ (¢ — cl)f J = f(cl —¢)

Facilitated Diffusion

Das Phinomen:
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e Myoglobin: Molekulargewicht 16890, D = 4.4 x 107" cm?/s
Sauerstoff: MW 32, D = 1.2 x 107° cm?/s

e Faktor: 30
e Flufl von O, im Muskel ist schneller in Anwesenheit von Myoglobin

o Auf ersten Blick: Counterintuitive

Das Modell:

e Betrachte: 1 D

e s = [0y, m=[Mb], c =[MbOs]
Dm = Dc < Ds

e Reaktions-Diffusions-System:

0 _ 0
ot * D22
om ?m
- D,,—— — 37
ot ox? / (37)
dc 0?%c
- D,—
o o2 T
mit f Aufnahmerate von O ins Mb.
e Wegen Massenwirkungsgesetz fiir
y
Oy +Mb < MbO,
k_

folgt:

f=—k_c+kism
e Randbedingungen:

—rx=0:s=5),x =L s=sp
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— Mb und MbO5 bleibt im Muskel: %—7; = % =0firx=0=1L
e Wegen m + ¢ = myp kann auf Gl. (37) verzichtet werden.

e Myoglobin im Uberschuf

Analyse

e Stationdrer Zustand:

Integration beziiglich x:

Dgs, + D.c, = —J

Integrationskonstante J: Sauerstoff-flufl, noch unbekannt

Noch eine Integration:

Dy D,
J = T(SO — 1) + T(CO —cr), ¢o,cr noch unbekannt

= Quasi-Steady-State Naherung fiir Komplexbildung

C=mr g mit K =Fk_/ky
Eingesetzt:
D, D, So Sr,
J = — — _< —
L(SO SL)+ LmT(K+SO K+8L)
D, D, mr K
- = _ 14 =<
7 (80— 1) ( D, (K+SO)(K+5L)>
Dy
= f(l + pp)(so — si)
mit

. DCmT K2

P=D, K T K1 s0)(K +s1)
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e Interpretation:

— Ohne Mb: p = 0 = reine Fick’sche Diffusion
— Mit Mb ist Flufl um Faktor p p erhoht

— Effekt am grofiten fiir kleine Konzentration von Oy, dann p am Maximum
von 1

p kann Werte um 100 annehmen

— Zusammengefaflt: Links absaugen, rechts abgeben

ZEICHNUNG dazu
Kritik an Fac. Diff.: [62], Review [142]

Zusammenfassung des Kapitels:

e Bindung von O, an H&moglobin ist populérstes Beispiel fiir Kooperativitét
(auch wenn Hamoglobin kein Enzym)

e Facilitated Diffusion: Sauerstofftransport im Muskel viel schneller in Anwesen-
heit von sehr langsam diffundierendem Myoglobin

Teil II
... zur Systembiologie

8 Einleitung

Literatur:
e H. Kitano: Foundations of Systems Biology, 2001 [71]

e Fiir biochemisches Grundwissen: H. Rehm, F. Hammar: Biochemie light, 2001
[104]

e Fiir Kontrolltheorie: K. Zhou and J.C. Doyle and K. Glover, Robust and opti-
mal control, 1996 [147]
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Fiir Metabolism:
R. Heinrich, S. Schuster: The Regulation of Cellular Systems, 1996 [48]
D. Fell: Understanding the Control of Metabolism, 1997 [31]

E.O. Voit: Computational Analysis of Biochemical Systems, 2000 [136]
C.P. Fall et al.: Computational Cell Biology, 2002 [29]

E. Klipp et al.: Systems Biology in Practice [73]

L. Alberghina, H. Westerhoff: Systems Biology [1]

U. Alon: Introduction to Systems Biology and the Design Principles of Biolo-
gical Networks [2]

Z. Szallasi, J. Stelling, V. Periwal: System Modelling in Cellular Biology [129]

J. Paulsson, J. Elf: Stochastic Modeling in Systems Modeling in Cellular Bio-
logy [96]

System Biologie allgemein
Grundlagenforschung:

2001: Erstes humane Genom sequenziert, 10 Jahre, 3 Mrd. $, heute: 1 Woche,
1000 $

Sequenziertes Genom (ca. 24.000 Gene) erklért nicht (Dys)Funktion
Funktion wird durch Regulation bestimmt

Regulation = Wechselwirkung & Dynamik

Funktion: Eigenschaft eines dynamischen Netzwerkes von Proteinen
Nicht per Intuition zu verstehen

”System Biologie”: Verstdndnis von zelluldren Prozessen basierend auf mathe-
matischer Modellierung der Netzwerke

”System” von Systemwissenschaften: Ermittlung der Eigenschaften von Mo-
dellen

Nicht im Elfenbeinturm, sondern dicht an der Biologie
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Beispiel:
e Wie trifft die Zelle Entscheidungen

— Wachsen ?
— Teilen 7
— Teilen 7

— Sterben (Apoptose) ?

e und das in einem noisy environment 7

Pathway cartoon System'’s behavior

L L
Death Alive

Abbildung 8.1: Apoptosis, threshold behavior, one-way bistable

138



Pathway cartoon System’s behavior

(Ca®

AA) [TRaf ji—fpp2A]
A [l
PLAZJHMAPK]—MKE

Abbildung 8.2: MAP kinase, parameters & time scales important

Hepa1-6 cell line Primary mouse hepatocytes

®
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K
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Abbildung 8.3: Same pathway different behavior, biological example

Medizin (angewandte Biologie):
e Wirkstofffindung wird immer teuer und ineffizienter

e 10 Jahre, 1 Mrd. € / $

e Mathematisches & mechanistisches Verstandnis soll helfen

Zentrale Ziele:
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e Aufklarung von Funktionen. ”Funktion” gibt es in der Physik nicht.
"Warum ?”-Fragen

Macht in Biologie im Lichte der Evolution Sinn:

— Seit es Gene gibt, gibt es Mutationen (schneller laufen, hérter zubeifien)

— Gibt es Konkurrenz, fithrt dies zu Selektion

e Robustheit verstehen [72, 125, 127] Phenotypische Stabilitéit unter Stérungen

— der Umgebung
— intrinsische stochastische Effekte

— extrinsische stochastische Effekte
e Medizinische Eingriffe rational machen
Drei wichtige Themenbereiche der Zell/System Biologie:

e Metabolismus (Stoffwechsel)

— Stofffliisse
— Globale Erhaltungsgrofien

— Stationidrer Zustand ist interessant
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e Signaltransduktion

— Informationsfliifie

— Lokale Erhaltungsgrossen
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— Transiente Zustande

Abbildung 8.5

e Genregulation
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— Keine Erhaltungsgrossen
— Alles ist transient
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In vivo héngen sie natiirlich zusammen, aber agieren typischer Weise auf verschied-
nenen Zeitskalen

Zwei Stossrichtungen:
e Allgemeine Prinzipien verstehen

— Robustheit
— Qualitativ vs. quantitativ

* Ist Struktur der Netzwerke zentral 7 [139]
« oder aber konkrete Parameter ? [45, 72]

e Konkrete Modelle konkreter Netzwerke [128, 8, 78]

Za frith geboren

e Norbert Wiener (1894-1964)

Cybernetics, or Control and Communication in the Animal and the Machine,
1948 [141]

e Ludwig von Bertalanffy (1901-1972)
Zu einer allgemeinen Systemlehre, Biologia Generalis. 1948 [138]

e Fiirs Gemiit: Lessons from the past [140]

Kritische Wiirdigung, & la Gespréich mit Hassenstein

8.1 Ein bifichen Zellbiologie, Biochemie, Molekularbiologie
Best Book: [104]

Das zentrale Dogma der Molelukarbiologie:

e DNA besteht aus vier Nukleotidbasen (A, C, G, T)
RNA besteht aus vier Nukleotidbasen (A, C, G, U)
Protein besteht aus 21 Aminoséduren

Drei Nukleotidbasen kodieren fiir eine Aminosaure

144



Zentrales Dogma: DNA macht RNA, RNA macht Protein

Von DNA zu RNA: Transkription

Von RNA zu Protein: Translation

Von DNA zu Protein: Expression

Heute: Alles viel komplizierter
Biologie:

microtubule
cantrosome with o
pair of centrivles axtraceilular matrix
chromatin {DNA}

nuciesr pore " S
" nuclsar snvelops

actin
filaments

nucleolus

ribosomes
inevtosol goigi

Al 1 b i e o o

s
won

Tof] inter p
filameants reticulum

Abbildung 8.7: Zelle, Grundeinheit alles Lebens

Prokaryoten & Eukaryoten

Mitochondrien, Ribosomen, Golgi-Apparat, endoplasmatisches Retikulum

Schema Signaltransduktion, Phosporylierung

Gene, ORF's, Promotor

Metabolismus: ATP, Aminoséduren
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e Genregulation: Transkriptionsfaktoren
Experimentelle Methoden:

e Southern blot: DNA Erkennung
e Northern blot: RNA Erkennung
e Western blot: Protein Erkennung
e DNA Chips, deep sequencing

e Mikroskopie
Green Fluorescent Protein
FRAP Fluorescence Recovery after Photobleaching
FRET Forster/fluorescence resonance energy transfer

FLIM Fluorescence-lifetime imaging microscopy

e Massenspektroskopie

Hoch sensitive Messung von Proteinen und Metaboliten

Zentral: Nie von fremden Wortern und Abkiirzungen verwirren lassen
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9 Metabolismus
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Abbildung 9.1: Beispiel fiir metabolisches Netzwerk



e Alle Reaktionschritte sind enzymvermittelt

=—> Metabolische Netzwerke sind durch involvierte Enzyme definiert
e Enzyme durch Gene gegeben

e Sind alle exprimierten Gene bekannt, ist Struktur des metabolischen Netzwerk
bekannt

9.1 Metabolische Kontrolltheorie

Vom einzelnen Enzym & la Kapitel 6 Enzymdynamik zu Netzwerken von enzymver-
mittelten Reaktionen

Literatur:
e R. Heinrich, S. Schuster: The Regulation of Cellular Systems, 1996 [48]
e D. Fell: Understanding the Control of Metabolism, 1997 [31]

Fragen:

e Welche Teilreaktion bestimmt den Flufl wie stark 7

e Gibt es einen rate limiting step ?
Erinnere Michalis-Menten C' — P. V0 = Vinaz (ko)

e Welche Enzyme sind geeignete Angriffspunkte fiir Medikamente ?

Nomenklatur
e Metabolitenkonzentration: S wie Substrat
e Parameter jedweder Form: p

e Reaktionsgeschwindigkeiten: v(.5, p)
Beispiel Michaelis-Menten

v(S, p) kann auch negativ sein
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e Stochiometrische Matrix N

() (%) U3
— —

— &
SU451’U552U6P

S1:U1—U2—’U4+'U5, SQIUQ—U3—715+U6

1 -1 0 -1 1 0
N= ( 01 -1 0 —11 )
Legt Topologie fest

Variationen dariiber:

— Verzweigtes System:

51:111—1)2—1)3 N:(]_—l—]_)

Verzweigtes System
— Wasser

QHQ—I—OQ—)QHQO
N=(21)

e Stochiometrische Matrix beschreibt nur die internen Metaboliten. Externe Me-

taboliten konnen in anderen Reaktionen involviert sein, und werden als gegeben
angenommen
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Damit Dynamik:

dsS; :
dt :Znijvj(s7p)
j=1

oder kompakt

Wichtig:
e Nichtlinear in S & p
e aber linear in v

Im folgenden immer: betrachte System im stationdren Zustand:

Nv=0

Das macht fiir Metabolismus Sinn: Stationirer Flufl durch das System?:

Ein Beispiel:

e Betrachte

Bk
—
—
S ki X ky P
mit
vy =kS—ki X undwvy=ky X —k, P
e Also:

X:?Jl—’UQ, N:(l—l)

Stationarer Zustand:

Nv=0 = vy =wvy geht bei linearer Kette auch nicht anders

2Macht absolut keinen Sinn fiir Signalling und Genregulation
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e Aus v; = vy folgt

P kiS+ky P
ki + k5
und

kiS+ky P kikiS—kiky P
kT + ks ki + ks

J:vlzvzzker—kl_ (38)

— FluB in Abhéngigkeit von Input & Output (und Parametern)

— Das werden wir weiter unten verallgemeinern, see Gl. (39)

o J =0 fur
kikSS =kiks P
P kEMkS
— =12 qp=q Gleichgewichtskonstanten
S ky ks
Kontrollkoeffizienten:

Was éndert sich, wenn sich etwas dndert ?
Wie dndert sich etwas, wenn ein Parameter leicht gedndert wird 7

e (Relative) FluBlkontrollkoeffizienten:

C];]j — lim AJJ/JJ . 8anj

Avp—0 Avk/vk Oln Vg

Natur ist logarithmisch. Weber’s Gesetz: AS/S

Bedeutung;: Cl =z heiBt, dass eine Anderung von v, um 1% eine Anderung
von J; von x% bewirkt

Anderung von v, hingt ab von Anderung der Parameter pj, z.B. bei Michaelis-
Menten v,,,,, oder K,,

Daher eigentlich:
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. Vi an/apk/

Cfi = £
k Jj 8vk/8pk/

e (Relative) Konzentrationskontrollkoeffizienten:

Analog:
CS — lim AS;/Si v 08;/0py _ OInS;
o au—0 Avgfu S 0ug/Opr Olnwy,

e Kontrollkoeffizienten sind globale Eigenschaften oder Systemeigenschaften:
Was passiert sich hier, wenn ich dort etwas éndere

Praktische Ermittlung
e Konnen in der Regel nicht analytisch berechnet werden.
e Numerisch:

— Berechne J; oder S; im ungestorten System
— Store System leicht, berechne jj oder S;
— Bilde Differenz, sieche Ubung

Elastizitéatskoeffizienten
Elastizitatskoeffizienten messen lokale Eigenschaften: Abhéngigkeit der Reaktionsge-
schwindigkeit von Substratkonzentration und Parametern

o c-Flastizitaten

Jlnv
= EN—Sk’ k, weil S; Substrat von mehr als einem Enzym sein kann
n.o;
e m-Elastizitaten
r Olnug
i =
" Olnpy,

Koénnen i.d.R. analytisch berechnet werden.
Beispiel:

Michaelis-Menten Kinetik: s
Umaz

v =
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Umaa:(Km + S) - Uma:cS

. /Umame
(Km+5)2 o (Km+5)2
Olnwv, S@ K,,

oS, 005 KptS

® T,

Klar, weil linear

S

Abbildung 9.2
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Abbildung 9.3

Summationstheoreme

Die Kontrollkoeffizienten sind nicht unabhéngig
Einfache Herleitung, giiltig, wenn jede Reaktion nur von einem Enzym katalysiert
wird

Erinnerung;:
Satz iiber homogene Funktionen (Euler, 1707-1783)
Sei
fAzy, Azg, ..o Axy,) = M f(xq, 29, ..., 1)
dann gilt
Z":@f(xl,xg,...,xn) x; iy
i—1 axz f(wlax%"'a:[;n)
Beweis:

Differenziere Annahme nach A\

i Of (A\z1, Axg, ..., A\xy,)

x; = pNTf (21, T, T)
i=1
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Setze A =1

;= puf(xy, oy .., xy)

i af(JTl, T, ... ,J?n)
(‘?xi

=1

Teile durch f(zq, s, ...,x,) ergibt Behauptung

e Oft Reaktionsgeschwindigkeit linear in Enzymkonzentration, wie bei Michaelis-
Menten

ers Vi
K.+s K.+s

U:kg

mit Vmam = kQGT

e Dann gilt
8vk . Vk

OE;, Ey

und fiir Kontrollkoeffizienten gilt:

CJ]. L 61an o vkc‘?Jj o Ek aJ] . 8anj
k

= S Bt Al — —. Y
' 81nvk Jj 8Uk Jj @Ek 8111 Ek C B

C’,f" analog
e Gilt nun allgemein:
’Uj = Ejgj(Sla ey Sn)

so folgt im stationdren Zustand:

Znijvj = ZnijEjgj = 0
j=1

Anderung aller Enzymkonzentrationen um Faktor : E; — AE; kiirzt sich
heraus.

Ergo:

Stationdre Metabolitenverteilung dndert sich nicht:
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Si(AEL, ..., AE,) = \°Sy(Ey,. .., E,)
Homogen vom Grad 0

e Differenziere nach A, rechte Seite = 0

05, 6/\E
S a08y or = 2 a8

Betrachte A = 1 und dividiere durch S; ergibt:

E; 0S; s
508, _zj:CEj =

Die Summe aller Konzentrationskontrollkoeffizienten eines Substrates ist Null
Folge: Es muss positive und negative Kontrolle geben

Fir Fluikontrollkoeffizient:

e Anderung der Enzymkonzentration bewirkt:

J(AEy, ... ) \E,) = ' Ji(Ey, ..., E,)
Homogen vom Grad 1

e Differenziere nach A\

OJ; 8)\E
Za Za Ji

e Betrachte A = 1 und dividiere durch J; ergibt:

E; 8J; n
AR
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Die Summe aller FluB3kontrollkoeffizienten eines Flusses ist Eins

C’élj kann in verzweigten (und damit ”abzweigenden”) pathway auch negativ
sein

Bestimmt man Koeffizienten empirisch, folgt aus Summe # {0,1} Unvoll-
standigkeit des Systems. Zumindest im Prinzip.

Analog Konnektivitéts-Theoreme:

M
§ Ji ko __ E Si k __
k=1 k=1

sagen etwas iiber lokale Verschaltung
Ein Beispiel : Unverzweigte Reaktionskette

e Betrachte:

U1 V2 U3 Un,
— — — —
50%51%52%...5'”,1(—P

Geschwindigkeit der Einzelreaktionen ist Funktion von Substrat und Produkt:

Uy = Uz’(Sz’—h Sz’)
e Annahme: Lineare Kinetik

v; = kySi-1 — k_;S;,  mit inverser Gleichgewichtskonstanten ¢; = ky;/k_;

folgt fiir FluB in Verallgemeinerung von Gl. (38)

SO H;‘L:1 q; — P

J == 1 n
Zj:l Fe Hm:j 4m

(39)
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Fiir Kontroll-Koeffizienten (k,;, k_; so dndern, dass ¢; konstant bleibt, macht
Sinn bei Anderung der Enzym-Konzentration)

! J 8vk/8pk/
folgt:
1 H” .
- i 4
¢ =5 e H (40)
§=1 Ty Lm=j Gm
Beachte:

— Fiir Kontrollkoeffizienten C{ haben Bezug zu ﬁ

— Aber: Kontrollkoeffizienten jeder Reaktion héngen von den anderen Re-
aktionen ab.

— Das "alte Dogma”, dass der langsamste Schritt geschwindigkeitsbestim-
mend ist, stimmt nicht einfach

Dazu betrachte Relaxationszeit der Enzyme:

1
= Fragen, ob klar, sonst vorturnen
kyi+ Kk
Aus Gl. (40) wird
o (1 + ;) H?:Hl qj (11)

' Z?:l 7i(1+ ) H;Lm:j—i-l qm
Folgerungen

— Fiir ¢; = 1 ergibt sich:

das "alte Dogma”
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— Betrachte letzten Kontrollkoeffizienten bei Kette aus drei Reaktionen

_ T3(].+Q3)
(1 + q1)q2qs + (1 + q2) g3 + 73(1 + g3)

Fiir 73, g3 =const., ¢; — oo oder go — oo folgt Cy — 0

Cy

Ergo: Irreveriblen Schritten nachgelagerte Reaktionen haben keine Fluf-
kontrolle, egal wie langsam sie sind, sieche Ubung

— Allgemein: Kontrollkoeffizienten héngen nicht nur davon ab, wie langsam
das kontrollierende Enzym ist, sondern auch von Position in der Kette

— Betrachte Kontrollkoeffizienten aufeinanderfolgender Schritte: Aus

Gl. (41) folgt:
C/ n(l+4q)
C£]+1 Tir1(1 + Giv1)

Gilt fiir alle Reaktionen g; > 1, besteht Tendenz, dafl Kontrollkoeffizienten
am Anfang der Kette grofler sind als am Ende

qi+1

Kontrollkoeffizienten in optimalen Zustinden

e Maximierung des Flusses wichtiges evolutiondres Optimierungskriterium

J — Maxzx.

e Aber begrenzte Enzymmenge

Nebenbedingung der Optimierung:
Z E, = E;,; = const.
l

e Lagrange Multiplikatoren

Optimiere:

J=J+ A (ZEl_Etot>

l

Ergibt fiir beliebige Paare 4, j
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oJ* 0J oJ* odJ

= A=0, To =22 4A=0
0E,  0E, "~ 8E, 9B T
Damit
oJ _ 6J
OE;  OFE;

unnormierte Flukontrollkoeffizienten miissen gleich sein

e Normierung:

1 (B9JN_1 (B 0dJ
E;\JOE;) E;\ JOE,

¢/ E

? —

c/ K

also

Kontrollkoeffizienten miissen wie Enzymkonzentrationen verteilt sein

Aus dem Summationstheorem folgt:

E.

cf = 2
Zj Ej

Weitere Beispiele: Heinrich/Schuster. Chap. 6.2.

e Maximal schnelle Relaxation zum Gleichgewicht

e Maximierung der Wachstumsrate

Zusammenfassung des Kapitels:

e Hauptresultat der MCA: Summations und Connectivity Theoreme, die die Be-
ziehung zwischen System- und Komponenten-Verhalten beschreiben.

e Erlauben Aussagen, auch wenn sich die Fliisse nicht explizit als Funktionen der
Parameter berechnen lassen

Réumliche Effekte: Diffusion Control < 0.5 [98]
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9.2 Elementarmodenanalyse

Urpaper [115], Uberblick [113]

Null-Space Ansatz

Metabolisches System im Gleichgewicht

Nuv(S,p)=0

Parameter bekannt: Berechne S, i.d.R. nichtlineares Problem

Parameter unbekannt: Berechne v, ist lineares Problem

Nv=20

In der Regel unterbestimmt (zum Gliick)

Liefert Constraints.

Beispiel: Lineare Kette:

— Alle ”Fliisschen” sind gleich
— Aber spezifischer Wert nicht festgelegt

Beziehung zwischen den Fliissen gegeben durch

NK =0

mit K Matrix mit maximalem Rang

Die Spalten des Kernes der stochiometrischen Matrix legen die méglichen Fliisse fest

Beispiel:
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Abbildung 9.4

1 -1 1 0
N‘(o 1 -1 —1)

Mogliches K

— O =
O~ = O

Abbildung 9.5
e Spalten von K sind mogliche Wege durch das Netzwerk
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Jeder realisierte Fluf ist Linearkombination der Spaltenvektoren

(%1 10 )\1
V2 . 1 1 )\1 )\1 + )\2
V3 N 0 1 < )\2 ) )\2
Vg 1 0 A

Enzyme Subsets:
e Enzyme, die stets in festgelegtem Verhiltnis arbeiten
e Proportionale Zeilen von K entsprechen Enzyme Subset.

e Beispiel

1 -1 0 -1 0 O
o 0 o0 1 -1 0
N_01—1000
o 0 1 0o 1 -1
11
10
10
K_Ol
01
11

Enzyme Subsets: {1,6} {2,3}, {4,5}
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Nachteile des Null-space Ansatzes:
e Nicht eindeutig

e Basis Vektoren nicht notwendiger Weise maximal einfach
e Verstossen mitunter gegen Richtung irreversibler Reaktionen

e Beschreiben knock-outs mitunter nicht richtig

>
Il

3 e
b 2] ]
A A

After knock-out of enzyme 1, the route {-2, 3} remains!

N

N
a

P

Abbildung 9.7

Darum Elementarmoden-Analyse [112, 114, 116]

Definition Elementarmode v*
(i) Nv*=0
(i) v* erfiillt Vorzeichenbedingung irreversibler Reaktionen v, > 0

(iii) v* ist nicht zerlegbar.

Le., es gibt kein v*, fiir das gilt
— o* erfiillt (i), (ii)

— ©* hat Nullen, wo v* sie hat, und mindestens eine mehr.
Man kann zeigen:

e Elementarmoden sind eindeutig bis auf einen Faktor (im Gegensatz zu
Nullspace-Ansatz)

164



e Alle realisierbaren Fluflverteilungen sind positive Linearkombinationen der Ele-
mentarmoden

v:E ag vy, ar >0
k

e Elementarmoden definieren einen Konus im Raum der Reaktionen

e Alle erlaubte Reaktionen liegen innerhalb des Konus’

L

X

~

Abbildung 9.8: Achsen Reaktionsraten der Enzyme

165



ARSI
J
/\

Szh S3

Abbildung 9.9: Beispiel Elementarmoden
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Abbildung 9.10: Beispiel Elementarmoden
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Abbildung 9.11: beschreiben knock-outs richtig

Elementary modes:

e Beschreiben knock-outs richtig
Bestimmung der Elementarmoden

e Analog zur Gau-Jordan Elimination
e Einheitsmatrix 7, bilde Tableau (N7 : I)

e Paarweise Kombination von Zeilen, so dass maximal viele Spalten von N7
Null-Vektor werden

e Verwandeltes I gibt Elementarmoden

Anwendung [113]

e Metabolische Netze sind keine Graphen, sondern Hypergraphen

e Warum wir kein Zucker aus Fett machen konnen
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Glucose

0)
AL

PEP- - - *Pyr-<%>AcCoA+—

Oxac A—‘ Cit

b4 3

Mal IsoCit
l [\ Co,
Fum

Abbildung 9.12: Human

— Es gibt Reaktionskette von AcCoA, diese ist aber nicht realisierbar

— Es gibt nur eine Elementarmode

Glucose Glucose
| % .
PEP- - - *Pyr-=%>AcCoA +— PEP—Py AcCoA«---
>Oxac Cit %Oxac _A” Cit \
b 1 N & A
* Mal MGyt isoCit Mal—=Gly IsoCit
]
N
[ v TCO, ” koo
Fum 0G Fum
K A &
Succ+---SucCoA'”~ ~~CO, Succ+— SucCoA CO,

Abbildung 9.13: Pflanzen

— Shunt
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— Es gibt Reaktionskette von AcCoA, diese ist auch realisierbar

Verwandtes Konzept: Extremal pathways
Unterscheiden sich bei der Behandlung reversibler Reaktionen,
e Elementarmoden Analyse nimmt sie mit
e Extremal pathways trennen Hin- und Riickrichtung
Weitergehendes:
e Verwendung der Elementarmoden fiir Robustheitsuntersuchungen [126]

e Anwendung auf Optimierung von Pathways: [117]

To do: Westerhoff paper compartimentierung und turbo, control theory
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10 Signaltransduktion

EGF EGF-EGFR ATP_ADP GAP
VI3 porp SV EGF'EGFRL\/{ (Ecr-ecFRz Y (Ecr-ecrr)2 NS (EGF-EGFRY)2;GAP_v16,63
EGFideg 122,60 T (EGF-EGFR")2-GAP-Gib2
vev | vi| Gnp ! She
-6 v V61 viq
EGFi EGF-EGFRi ATP ADP| | pi
10 v vi2
torri Y eor-eorri W (eoF-EcrRIz\ 2 (EGF-EGFRI)2 Gib2
(EGF-EGFR*)2-GAP-Shc = Sos
V60 V62 ATP
v23.10 e V17,64
ADP
EGFRideg (EGF-EGFRi")2deg _(EGF-EGFR*)2-GAP-Shc'~< She* V35
v24, 1 v38
Grb2Sos Grb2
139,82
+t1.5((EGF-EGFR)2-GAP-She*-Grb2 She*-Grb2
' Sos Sos |\ (EGF-EGFR"2-GAP
(EGF-EGFR")2-GAP V3480
P | v32.79 v40 E [
rot (EGF-EGFR")2-GAP-Shc*-Grb2-S0s —=—~ Shc*~Grb2-Sos Grb2-Sos (EGF-EGFR")2-GAP-Grb2
viig v31,78 Vi3

Ras-GDP
\{ V26,73

(EGF-EGFR*)2-GAP-~Shc*-Grb2-Sos-Ras-GTP
(EGF-EGFR")2-GAP-Shc*-Grb2-Sos-Ras-GDP
(EGF-EGFR")2-GAP-Shc*-Grb2-Sos-Prot

v21,74
Ras-GTP

v30,77

Ras-GTP=Y2228_par Ras-GTP
Phosphatase

Raf*-P'asel

vaBTs R

Ral iy 81 visgs b asel

vad.88 v45.87 w188
MeK—L 4458 MEK-Rar* <~ MEK-P-L—~ MEK-P-Ra"

v51,93 v50,92 Ral" 4995 v48,90
MEK-PP

MEK»P—P'aseZ—jME -P =—— MEK-PP-P'ase2~
Phosphatase2 L» Phosphalase?——j |

v47,89
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v128,129
—— (EGF-EGFR")2-GAP-Shc"-Grb2-Sos-ERK-PP

V144,147

(EGF-EGFR*)2-GAP-Grb2-Sos-Ras-GDP

-S0s =
21,68
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(EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sas-Ras-GTP
v19,66
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(EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sos-ERK-PP
v143,146

(EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sos*deg ERK-PP

(EGF-EGFR')2-GAP-Shc*~Grb2-Sosdeg  ERK-PP
ERK J—‘m'g" ERK-MEK-PP

v59,101

Q—‘ERK-P—P‘aseB

Phosphatase!

v58,100
j ERK-P
3 -

Ewe

V53,95

<ERK-PL - ERK-P_MEK-PP 22227
MEK-PP
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Phosphatase3 — |
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Abbildung 10.1: Schoeberl, JAK/STAT
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10.1 Module
10.1.1 Feedback-Loops
Negative Feedback-Loops

TO DO PID-controler, I: Gedaechnis, D: vorausschauend
e P: proportinal. Considers current deviation
e [: integral. Forms a memory of past deviations
e D. differential: Looks at rate of change, predicts future behavior

Literatur:

e Review ”"Feedback for physicists: a tutorial essay on control” [7]

e Schoner Uberblick: ”Sniffers, buzzers ...” [132]

O
\ 4

>
Y

O
Y

Ae

Summation Point

A = Amplifier \ R
F = Feedback CT)

Abbildung 10.2: Sauro-paper [109]

System beschrieben durch:
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Elimination von e, um Input/Output Beziehung zu bekommen, erinnere Michaelis-

Menten :

y=Alu—Fy)
A
T 1+ AR "
mit G Closed-loop Verstarkungsfaktor.

Y oder einfach y = Gu

Sofort klar:

Warum also Feedback ?
4 Grinde (erstmal d = 0)
e Kontrolle der Verstiarkung durch Feedback
Fiir
A

oopgain > AF

Feedback bestimmt Verstérkereigenschaften

e Robust gegen Variationen des Verstérkers

1
F

Wie wirken sich Verdnderungen des Verstérkers auf G aus ?

0G_0 A 1
OA  0A1+ AF (14 AF)?

Empfindlichkeit nimmt mit Loopgain ab

In relativen Einheiten

0GA _ 1
0AG 1+ AF
also
AG 1 AA
G 1+AF A
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e Linearisierung des Systems

Betrachte nichtlinearen Verstérker A(u):
Glu)=y=A4(¢), e=u—Fy=u—FG(u)
ergibt:
G(u) = A(u — FG(u))

Differentieren

G'(u) = A'(u— FG(u))(1 — FG'(u))

Aufgelost nach G’

T 1+ AF
Fir A'F > 1 folgt:
1
G'(u) = =
() ~
Das System wird linear

e Robust gegen Stérungen des Outputs
Nun schalte Stérungen des Outputs ein, i.e. d # 0

Ae —d
e = u—Fy
Elimination von e ergibt:
 Au—d
YT 14 AR

Die Sensitivitéit gegen Storungen des Outputs
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oy 1

od 1+ AF

Konkret:
Abfithrung/Weiterverarbeitung des Outputs stort das System nicht.

Feedback fiihrt zu Modularisierung

Dies ist nicht zu unterschétzen. Nur deswegen konnen wir iiber Subsysteme
reden.

— Subsystem ist 1. Ordnung

— Wechselwirkung mit anderen Subsystemen ist 2. Ordnung

Vergleich Hinforschung, speziell hohere Hirnfunktionen

— Hier scheint die Wechselwirkung der fithrende Term zu sein.

— Zerlegung in Module nicht /schwer moglich
Fiir alles gilt:

e Robust yet fragile

e Verlagerung von A nach F
e Flugzeugbeispiel

— Flugzeug der Gebriider Wright war nicht robust gegen Seitenwind, aber
gegen Ausfall der Elektronik (da nicht vorhanden)

— Airbus ist robust gegen Seitenwind, aber nicht gegen Ausfall der Elektro-
nik.

Konsequenzen fiir Medikamentenfindung;:

e Never target inside a negative feedback loop !
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0.1
0.05
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0.2 |
0.15 |
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0.05 T

0 ‘ | 20
Time

Abbildung 10.3: SAURO-paper

Proportionaler Feedback erlaubt kein perfektes Tracking:
Siehe [7]

A

0o = T a4 Yooy o < U
J 1—|—AFU Y b
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Bisher statisch, nun betrachte Dynamik:

e Riickkopplung kann zu (Uber-)Schwingungen fiihren.
Beispiel:

Wassertemperatur beim Duschen

e Einfachstes Beispiel:

T = —axr—by

= cr—dy
Interpretation:

— y wird positiv von x reguliert
— 2 wird negativ von y reguliert

— Beide sind negativ-selbstreguliert.
Lineares System:

— Tr = —a — d bestimmt Autoregulation

— Det = ad + bc bestimmt Feedback-Regulation

Schwingung, wenn T2 < 4Det: Starker negativer Feedback kann Schwingen
bewirken
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Disturbance

. d
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ATPase
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P d
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E
»
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»

wasr Thighter regulation %
-
8 -~ . i
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Abbildung 10.4: Tau-Mu

178



e Bei Tragfliigeln kann das katastrophal sein.

Integral negative feedback

—_— yo

—x _fg_____

Abbildung 10.5: [146]

e Heizung: Temperatur ist Integral iiber Energie

e Sorgt fiir perfektes tracking.

i) =~ o)+ 5 [ oy
Differenziere: )
(0) = = 5(6) + 4 [ — (1)

Stationdre Losung: yoo = Ueo

e siche Kap. 10.2 Chemotaxis

Positive Feedback-Loops
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Uberblicke: [132, 34, 33, 144]. Gute Ubung: [144]
Hiibsch: [34] )
Einfachstes Beispiel. Sagen, dass loosy erkldert, um Spafl an Ubung nicht zu klauen

e Prozel 1 hemmt Prozef3 2
e Prozef3 2 hemmt Prozef§ 1

e Beide Prozesse mit Synthese und Degradation

& z
\ /
o
,ef/ et \,ef

Abbildung 10.6: Beispiel: 2 sich gegenseitig hemmende Prozesse

Prozess 2 sei 7starker”

Erhohe Synthese von Prozess 1, bis er iiberwiegt

Und fahre ihn wieder runter

Ergibt Hysterese
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S

Abbildung 10.7

Anderes Beispiel ausfiihrlich in der Ubung

Beachte:
Bistabiles Verhalten mit negativem Feed-back gibt Relaxation Oscillations
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signal 100
receptor 80 1
o H
| X b—drug .é 60 -
| \l/ =
L v N 40 1
(4
¢ Z
y S 20 -
v 0 | . .
proliferation drug concentration
signal 100
receptor — drug 80 1
—— T’f;
| £ ]
| X - 60
Ly =
L_ N 40
Y [
\L 2
y S 20
v 0
proliferation
signal 100 «—i_;_;_:___l ________
receptor —drug 80 - l
—> g I
|
| % 60
| \1/ 2 \
L_v N 40 - l
(4
¢ 2
Q
z s 20 1 -
/ o

proliferation .
drug concentration

Abbildung 10.8: Hoenberg-Diss, dashed lines if feedback is active

Medizinische Bedeutung;:

e Prozess 1 positiv aktivierend auf Prozess 2

e Prozess 2 negativ auf 1 Prozezz 1
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e Macht Homeostase

Beachte: Phosporylierung ist reversible. Aber der Switch ist irreversibel [122]
Siehe auch [15]

10.1.2 Feed-forward Loops

Transkriptionsfaktoren als Ouput von Signalling, das folgende fiir anschliessende
Genregulation am besten untersucht.

¢ N\

>0—>0=

->00—0-

Abbildung 10.9: Feed-back und Feed-forward Loop
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Unterscheidung: Kohérente und inkohérente Feed-forward Loops

Coherent FFL
Coherent type 1l  Coherenttype2  Coherenttype3  Coherent type 4

X
\
y
{
z

N < <
N b e
N ==

Incoherent FFL
Incoherent type 1 Incoherent type2 Incoherent type 3 Incoherent type 4

X
{

Y
L
z

N p— = =%
N <
N << }— 4

Abbildung 10.10: Alon 4.3
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Kohirente Feed-forward Loops

Betrachte Type-1 kohérenten Feed-forward Loop mit logischem UND

Sx

—
©
©

b

S /‘ 7
(.
2
B Ky
~ = X~
Gene X Gene Y ? Gene Z
K

Z <——‘®:f :

Abbildung 10.11: Alon 4.5, 4.6 ohne S,
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T T
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l: E.coli

Il
wn
<
j=]

Abbildung 10.12: Alon 4.4
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I
N I
05 i 1 "
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0 1 L 1 ] 1 ]
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Time

Verzogerung bei Aktivier

Abbildung 10.13: Alon 4.7

ung
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Abbildung 10.14: Alon 4.8b

Keine Verzogerung bei Deaktivierung

1r Output Z ’
N 0.5 ‘ 7
0

Time

Abbildung 10.15: Alon 4.8¢
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Vorzeichenabhéingiges Verzogerungselement, Fahrstuhltiir-Effekt

Robust gegen Fluktuationen im inaktiven Zustand

Betrachte Type-1 kohérenten Feed-forward Loop mit logischem OR

—_—
— 00—

Abbildung 10.16

KN

Robust gegen Fluktuationen im aktiven Zustand

Inkohirente Feed-forward Loops

Betrachte Type-1 inkohérenten Feed-forward Loop mit logischem UND

5x

Ky,

v

o

W) —

.
O

X" | . — [ Strong transcription

i ,  Weak (basal) transcription
] O —

also termed leakiness

Abbildung 10.17: Alon 4.11a ohne S,
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w3
0.5 i
O 1 1 (] 1 1
-1 -0.5 ) 0.5 1 1.5 2 2.5
g, 1r ]

Abbildung 10.18: Alon 4.12

Puls Generator
Mehrere davon regeln timing der just in time Genexpression

to do:

Weber-Fechtner Gesetz durch Feedforward-Loop

Negative Riickkopplung beschleunigt Signaliibertragung [106]

Literatur: [124] [24]

Kap. 8 in F.C. Hoppenstaedt, C.S. Peskin: Modeling and Simulation in Medicine and
Biology [54]. Geht ins Biomedical Engineering

10.1.3 Zero order ultrasensitivity

Reversible Modifikationen von Proteinen 7' sind haufiges Regulationsmotiv
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Abbildung 10.19: Nils Diss a zeichnen v; und vy wurden vertauscht

Warum ?
Einfachster Fall [41, 42]

e Enzyme, die modifizieren (M) und demodifizieren (D)

e Phosphorylierung durch Kinasen

e Dephosphorylierung durch Phosphatasen

1%
T = V1 — V2

kL, MT
U =
YUK 4T
ky DT
Vg = ——F—
2T K, £ T
Mit
T+T" =T

kM (T = T7)
=
Ky + (Tt — T7)

ergibt sich:

191



kM (1-TTy)
Kl/j—;fot + (1 - T*/T;fot>
b _ k2D (T/Ty)
2T Ky Tt + (T*)Tior)

U1

Beide hdngen nur von 7™ ab.

A reaction-rates B stimulus-response
1 - T T T 1 T T T
20% increase
< in stimulus
EC [ i ] )
X = IS}
£ 50.5 - 05F S
9 I - ) I | ~
o small increase
in res?onse |
O 1 1 O 1 1
C 0 0.5 1 D 0 0.5 1
1 T T T 1 T T T
[¢))
£ < - 20% increase § - T :
v E in stimulus 3
z 00.5F — T 0.5 4 K&
53 [ . > ' =
98] large increase | ]
o in response
O 1 | Il O ] 1
0 0.5 1 0 0.5 1
/T, stimulus

Abbildung 10.20: Nils Diss b

Enzyme arbeiten in Sattigung, ”Zero order” Reaktionen
"Zero order ultrasensitivity” = Schwellwert-Verhalten, Robustheit

Kritik daran [13]
Uberblick Module:
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Abbildung 10.21: ”Sniffers,
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10.1.4 Phosphorylierungskaskaden
Die beriithmteste: MAP Kinase Kaskade

Literatur: MAP Kinase [32, 58, 69, 11, 12]

e MAP Kinase Kaskade: Mitogen activated Protein Kinase Kaskade

e Mitogen: von ”Mitosis induzierend”, Mitosis: Zellteilung

EGF EGF-EGFR ATP ADP

V13 EGrR MEGF,EGFR$-(EGF EGFR)ZL—. (EGF-EGFR", )ZS. (EGF-
EGFideg v

v-6( v Tv61 vl G/\Pm/
EGFi EGF-EGFRi ATP ADP

EGFRIi k’ EGF-EGFRi \—‘"(EGF EGFRl)Zu(EGF EGFRI )2

V62

N ATP v23 10
EGFRideg (EGF-EGFR)2deg _(EGF- e )z GAP-She-
Grb2Sos va4, 71 Grbz
va1,p3 EGF-EGFR)2- GAF;thc Grbz
o ! (EGF-EGFRY2-GAP-Sher-Grb2-Sos 222
viie V31,78

Ras-GDP
(EGF-EGFR*)2-GAP-Shc*-Grb2-Sos-Ras-GTP

(EGF-EGFR*)2-GAP-Shc*-Grb2-Sos-Prot

MEK v44,86

v51,93
MEK-P-| Pasez —

Phosphatase2 -—')

Raf*

KP-&

v128,129
——= (EGF-EGFR")2-GAP-Shc*-Grb2-Sos-ERK-PP

V144,147

(EGF-EGFR*)2-GAP-Shc'-Grb2-Sos'deg  ERK-PP

v22,69 She
v36| Pi
(EGF-EGFR')2-GAP-Shc
v37.81
Shc

(EGF-EGFR")2-GAP
Vs

R

(EGF-EGFR')2-GAP-

EGFR")2-! GAP v16,63
TT— (EGF-EGFR")2-GAP-Grb2

Grb2
Sos

v17,64

- Shc -Grb2

(EGF-EGFR*)2-GAP

{ v34.80
Grb2-Sos = (EGF-EGFR®)2-GAP-Grb2-Sos

v18,551/' Ras-GDP -\\J v21.68
(EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sos-Ras-GDP
She*-Grb2-Sos-Ras-GDP (EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sos-Ras-GTP

v21,74 v19,66
v30,77 Ras-GTP Y?0,67
Ras-GTP Ras-GTP*
Ras-GTP=Y2218_por Ras_GTP o5 Ral
Phosphatase1 ves:
Raf* va2.64 Raf*-P'asel va3.85 Pasel

v126,127

—Jﬁaa (EGF-EGFR")2-GAP-Grb2-Sos-ERK-PP  ~——
= MEK: Raf‘TMEK P MEK-P-| Ral'io Raf*

v143,146
MEK-PP

(EGF-EGFR*)2-GAP-Grb2-Sos*deg ERK-PP

sng0n
MEK-PP-| Pasez’j
= Phosphatase2

Ems
v52,94 v53,95 :
ERK ERK-MEK-PP < ERK-P- ERK-P-MEK-PP v55.97 MEK-PP
MEK-PP
V59,101 v5795

ERK-P- Pase3<j ERK P ERK-PP-P'ase3

Phosphatase3 Phosphatase3

—j"“’“ ERK-PP )

Abbildung 10.22:
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MAPKKK MAPKKK )—P

MAPK MAPK )—P MAPK )E

Output

Abbildung 10.23: Schema
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Statisch
Dreimal Michaelis-Menten gibt sigmoidal [32]
Robust gegen Variationen des Inputs, wenn nicht nah an Schwelle

Dynamisch [47]

receptor (R) —>
\L A
kinasel@ kinase,~P(X,)

/

/‘\
kmasezw kinase,~P(X,)

v
kinase /&n\kinasen~P(Xn)
”K/?a/ '

L

cellular response

Abbildung 10.24: HEINRICH
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Notation:
e 7;: nicht-phosphorylierte (inaktive) Kinase
e 1;: phosphorylierte (aktive) Kinase, z; = 0 fiir t < 0
o ¢; = I; +x;: Gesamt
e R(t): Rezeptoraktivierung
Annahmen:

e Konzentration Kinase-Substrate-Komplex klein gegen die der Partner, sonst
volle MM-Kinetik

e Dephosphorylierung proportional zu x;
e Rezeptoraktivierung: R(t) = 0 fiir ¢ < 0 R(t) = Rexp(—At) fir ¢t > 0
e Aktive Phosphatasen sind konstant

Dann gilt, fiir ersten Schritt:

i’l = élR(t)fl - bll‘l
fiir die weiteren:

T; = Q;xi1Z; — b
Mit ¢; = z; + x; und a; = ¢;q;

i1 = aR(t) (1 - ﬂ) — b (42)

C1

fiir die weiteren:

C;
Beachte: z;(0) = z;(c0) =0

Charakteristische Grofien:

e Signaling time:
T ~ h
T=—, mitl; = / zi(t)dt, T, = / ta;(t) di
[Z' 0 0
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e Signal Dauer:

e Signal Amplitude:
g = i
t20,
—9 T G

e o
N [ S $

activity of kinase, X

A
U

time, ¢

Abbildung 10.25

Betrachte: Schwach aktivierten pathway: z; < ¢;

Dann wird aus Gln. (42,43)

2.71 = CLlR(t) — 1)1131
Ty = ;11 — bx;

Die Groflen 7;, 6;, S; konnen analytisch berechnet werden:
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— Aus Rezeptoraktivierung R(t) = R exp(—At) folgt:

>l<7-'0:R/)\2
*T(]:]_/)\

— Aus Gl. (44) folgt:

a;
I = 2T
7 bz 1—1
da
I —/Oox(t)dt—/ooala: () — S dt =
z—o 7 —Obzll bzz blzl
Folglich:
R+ a;
n=y 15

— Multipliziere Gl. (44) mit ¢ und integriere iiber ¢ ergibt

/tmldt:a,/ tﬂ?i_l(t) dt—bl/ t$l(t) dt
0 0

LHS: Partielle Integration:

I = —a;Ti—1 + b1,

Zusammen

— Teile Gl. (46) durch [; und ergénze 1

Liadioa T,
I I;

1= —a;
Erinnere Definition 7; = % und Gl. (45)
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Ergibt:

bi
l=—aiTio1— + bimy
a.

)

Rekursionsgleichung fiir 7;
Tp = Ti—1 + 3=

Damit:

1 1

Signalling time hangt nur von (gleichberechtigen) Phosphatasen ab.

[ ] 191
— Multipliziere Gl. (44) mit ¢
— Integration ergibt:
2T} = —aiQi—1 + biQ;
— Fiihrt auf )
und schluflendlich auf
Uy =
Signal Dauer hidngt nur von (gleichberechtigen) Phosphatasen ab.
e Analog:
3 [ ¢ 3 I ¢
Sy = = (47)
\/ L+ L AU
Interpretation:
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Kinasengeschwindigkeit haben keinen Einflul auf Signalling time und Dauer

Hohe Amplitude durch schnelle Kinasen und langsame Phosphatasen

Kinasen haben grofleren Einflufl auf Amplitude als Phosphatasen, da letztere
unten und oben im Bruch

Phosphatasen haben negativen Effekt auf alle Groflen

Ergo: Hohe Amplituden nur auf Kosten hoher Signalling time und Dauer
Es gllt Ti+1 > Ty "L9i+1 > ’191
Fiir S;11 zu S; gibt’s alle Moglichkeiten

Experimentell bestétigt [56], siehe auch [55]
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Abbildung 10.26: Hornberg
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Verstéarkung:
Aus Gl. (47) folgt, dass S;11 > S;, wenn

1

T 292
a; U7 4

bi<ai 1

e Phosphatase muf3 langsamer als Kinase sein. Das macht Sinn

e Dauer des vorhergehenden Schrittes lang: Phosphatase darf etwas schneller
sein.

Da Dauer ¥; mit ¢ zunimmt: Verstidrkung besser spét in der Kaskade

Al

0 5 10 15 20 25 30
time, ¢

Abbildung 10.27: Fig. 3

Gegensitzliche Effekte:
Langere Kaskaden ...
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e ... bewirken hoher Signalling time und Dauer

e ... erlauben Verteilung der Verstarkung mit schnelleren Phosphatasen in den
einzelnen Schritten
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Abbildung 10.28: HEINRICH paper Fig. 4a Verstarkungsfaktor, 4b konstanter
Verstarkungsfaktor von 10
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e Lingere Kaskaden ermoglichen schirfere und schnellere Signale.

e Erklarung fiir biologisches Faktum, daf§ Kaskaden i.d.R. mehrere Schritte haben

Betrachte stark aktivierten pathway

e Permantente Stimulation mit R, stationdrer Zustand (pathologisch)

— Ausgangsgleichung

Ci
ergibt

CiTi—1
b'.
2 Ci T

a;

(48)

T; =

— Hat Michaelis-Menten Form

— Bedingung fiir Verstarkung, z; > ;_1:

b;
Ti—1 < C; (1 — —)
Q;

% wie oben a; > b; notwendige Bedingung fiir Verstarkung (nur damit’s
nicht negativ wird)

* hier nicht hinreichend, zusétzlich z; 1 < ¢;, in Worten

— GI. (48) kann iteriert werden:

1 1 1 by 1<=b
b bl | Iai-D Db
o Y s Tk =1 K

oder: e
TR

" Rt R
Fiihrt begrenztem Verstédrkungsbereich
— FOLIE Fig. 5, Folie fehlt 7 Check paper

e Transiente Zustande

206



— Signal Dauer héngt logarithmisch von % ab

— Signal Dauer héngt von Phophatasen und Kinasen ab.

— Spétere Phophatasen haben stirkerer Effekte

Crosstalk

receptor (R) ?

Kinase,~P(X,)

response 2 response 1

Abbildung 10.29: Fig. 6a

e Y inhibiere Phosphatase b; durch

o
b; = %
I+
e Betrachte permanente Stimulation R und Y < R

e Ergibt Bedingung fiir konstante Weiterleitung:

a

0
R2+(K—0)R—Kc(1—b—>:0
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Gibt es zwei positive Losungen:

B i~ |
u; 0+8 hotie - e
O g |
W N
¢ |
= 06))
Y - : threshold R*
%‘ 0.4 : threshold R,
85| '
w [
[
N

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
concentration of actlivated receptor; R

Abbildung 10.30: Fig. 6b, gestrichelt ohne Crosstalk

e Unterdriickt Grundrauschen

e Ergibt weiten Arbeitsbereich

last not least: Feedback

e Erinnerung an 2. MAPK Folie
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Abbildung 10.31: Sensitivitdten mit und ohne Feedback
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10.1.5 Kinetic Proofreading

Alon Buch
Picasso Ausstellung
zwei Beispiele

10.2 Chemotaxis

Chemotaxis, das best-untersuchte Signaltransduktionssystem
Literatur: [5, 3, 101, 74]

Das Phénomen:
e Bakterien konnen Nahrungsgradienten detektieren
e Sie sind zu klein, um dies iiber Messungen ”hinten” und ”vorne” zu machen
e Strategie:

— Wechsel immer wieder erratisch die Richtung (tumble) mit steady state
Frequenz

— Wenn positiver Gradient in momentaner Richtung verringere Frequenz,
i.e. behalte Richtung bei (swim)

— Wenn nicht mehr: tumble again
Realisierung durch Flagella Drehsinn, Veranschaulichen

e Detektiert Anderungen von 2 % iiber 4-5 (!) GroBenordnungen unabhingig von
Absolutkonzentration
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Abbildung 10.32: Adaption

e Réiumlicher Gradient wird durch zeitliche Anderung bestimmt

e Steuergréfle Tumbling-Frequenz. Diese ist in homogenem Medium unabhéngig
von Absolutkonzentration.

10.2.1 Einfachste Version

Glossary:
e Kinase: Enzym, das Protein phosphoryliert, und damit aktiviert
e Phosphatase: Enzym, das Protein dephosphoryliert, und damit inaktiviert

e CheA, CheB, ..., Ras, Raf, Erk, SOS: Proteinnamen witzigen Ursprungs, nicht
verwirren lassen

Beschreibung des Systems, parallel ZEICHUNG
e Es gibt methylierte und unmethylierte Rezeptoren
e Ligandenbindung an methylierten Rezeptor dephosphoryliert CheA
e CheA, phosphoryliert CheY
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e CheY, modifiziert tumbling Frequenz, hat engen Arbeitsbereich Diesen un-
abhéngig von Absolutkonzentration beizubehalten ist die Aufgabe
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e CheR methyliert Rezeptoren
e CheB demethyliert aktive Rezeptoren
e Wichtig:

— Nur methylierter Rezeptor kann aktiviert werden

— Aktivierung héngt von Ligand ab
In Gleichungen, mit CheX =X :

e Wahrscheinlichkeit fiir Aktivierung von methyliertem Rezeptor:

p= K.+ L

L: Ligandenkonzentration, Kp: Michaelis-Menten Konstante

e Konzentration aktivierter Rezeptoren 7}, :

T, = p T,
mit 7}, Konzentration methylierter Rezeptoren.

e Dynamik der Konzentration methylierter Rezeptoren:

. T,
T, = krR — kB Kyt T, erinnere k, X = VX

Biologisches Wissen/Annahme:

— Das methylierende Enzym R arbeitet in Sattigung

— Das demethylierende Enzym B wirkt nur auf aktive Rezeptoren

e Dynamik des phosphorylierten C'heA,:

Ay = ka(Aror — AT, — ky Ay (Yigr — Y,)

Zweiter Term: Weitergabe von Phosphat-Gruppe an C'heY
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e Dynamik des phosphorylierten C'heY,, im wesentlichen angehéngt:

Y, = by Ap(Yior = V) = WY (53)
Stationdre Zustande:
k.R

T, = Kp—n—

B ksB — kR
A o kATaAtot ~ kATa Atot

P kATa + kY(}/tot - Y;)> kY Y:‘,ot
Y;, kyApY;fot
kyAp —+ Yy

Néherung: ky Yot > kaTy, Yie > Y, so sagts die Biologie/Annahme

Adaptiv, wenn stationérer Wert von CheA,, nicht von L abhéngt

Alles hangt an T,

o Mit V2 =kzR und VB =kpB

max

Biologisch: VE < VB

max max

e Dann:

. T
T=VE —yB "2
max max KB + Ta

Steady state: 1), = 0

st [maz
Yja —KB—B R

max max

— Fiir T, < T#": T), > 0 und damit 7, > 0
— Fiir T, > T5": T), < 0 und damit 7, < 0

e Ergo:
At ist stabil
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- Aff héngt von Parametern ab
— Adaptationszeit auch
Stabilitét nicht

— Robust ohne Parameter-finetuning

Das Prinzip:

e Erhohung von L bewirkt schnelle Erniedrigung von 7T, Gln. (49,50)
e CheA wird ziigig dephosphoryliert Gl. (52)
e T, wird langsam runtergefahren, Gln. (54)

e Das bringt 7, und C'heA, zuriick auf Fixpunktwert
In Worten:

— Verdnderung der Methylierung kompensiert absolute Ligandeneffekte

— Gedéchnis fiir Absolutkonzentration {iber Methylierungsgrad

10.2.2 Biologisch realisierte Versionen

e Es gibt fiinf Methylierungsstufen: m =0,...,4

e Wahrscheinlichkeit aktiv zu sein hdngt von Ligand und Methylierungsstufe ab

L
L) = l— ——5—

mit
- H, =12
— Vi =m/4
— K, monoton steigend mit K, ~ 10K,,_;

Bewirkt Sensitivitéit {iber 4-5 Groflenordnungen
e Konzentration Rezeptoren auf Methylierungsstufe m: 7T,

e Konzentration aktiver Rezeptoren: T, = > py (L)1,

Ferner:
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e CheA, phosphoryliert Che B UND nur CheB, kann Rezeptor demethylisieren

e Die Dephosphorylierung von von CheY,, geschieht durch Phosphatase Z
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(attractants, repellents

Abbildung 10.35: Barkai/Leibler
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. Tm—l Tm+1
T = krR—""— + kppms1(L)B, —— %5

e S e (55)

T, T,
R KR‘i‘iTtot BD ( ) pKB+Ta

Ay = ka(AT = A))Ta— kv A, (YT =Y,) = kA, (B"=B,)  (56)
Y, = kydy (YT =Y,) — kY, Z (57)
B, = kA, (B —B,) —vsB,, (58)

Das Prinzip (weglassen, war schon):

Der Kern: CheAp(L) = pm(L)T,,(CheAp)

Anderung der Ligandenkonzentration bewirkt schnelle Anderung der Aktivie-
rung von CheA

Aktivierung von CheA bewirkt langsame Demethylierung des Rezeptors
Dies senkt Aktivierung von CheA wieder

Veranderung der Methylierung kompensiert absolute Ligandeneffekte
Gedéchnis fiir Absolutkonzentration iiber Methylierungsgrad

Beachte: Demethylisierung héngt von CheA,, nicht explizit von 7,

Integral Negative Feedback [146], &ndern, war schon oben so

10.2.3 Robustheit

Warum

Phosphorylierung von CheB

Phosphatase Z
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wenn das einfachste Modell es auch tut ?

Empirische Beobachtung:
Die Proteine fluktuieren von Zelle zu Zelle in korrelierter Weise [102, 23]
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Experimentelles Resultat: Korrelierte Fluktuationen dominieren.
ZEICHNUNG Fluktuationen

Liegt fiir E. coli daran, daf} sie auf einem Regulon kodiert sind.

Frage:
Ist Verhalten robust unter (korrelierterten) Fluktuationen ?

FOLIEN Alon
Beispiel:

e Erinnere
T, =VE L — _
max max KB + Ta max
CheR arbeitet in Sattigung

e Steady state: T, = 0

‘IR
st mazx
T = Kpopg

max max

e Skaliere CheR & CheB

CheR — ACheR, & CheB — ACheB

ergibt

R R
T;t — KB AVmaaz =K Vmaa}

AVE VR Pys _VE

max max max max

e Das klappt.

Betrachte einfaches Modell
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m

A p—

P

Y, =

T,
— kpB—
krR — kp e -
kA(1 1tot 11p)ja kY‘ 1p() tot ip)

k?YAp(Ytot - Y;)) —wY,

e Stationédre Zustande

k.R
T, = Kp——m—
PksB — kR
A o kATaAtot ~ kATa Atot
P kATa + kY(lftot - Yb) kY Y:‘,ot
Y;, kyAp Y;ﬁot
kyAp —+ Yy

Néherung: ky Yo > kaTly, Yie > Y, so sagts die Biologie/Annahme
e Nun: Skaliere Protein-Konzentrationen:

— Gln. fiir 7,, und A, sind invariant
— Gl fiir Y}, nicht.

Spricht gegen einfachstes Modell

e Erweiterung hatte Phosphatase Z:

Y, = ky Ay (Vi = Y,) — k£ 2Y,
e Dann Steady State (mit Annahme K;Z > Ky A,, entspricht Y, < Yu)

By Vi
kZ Ztot

und auch robust.
Analog kann man zeigen :

e CheR muss existieren und in Sattigung arbeiten, Automethylisierung reicht
nicht
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e CheB, darf keine Phosphatase haben

o CheA, < CheAio, CheY, < CheYiy

Unterdriickung des unkorrelierten Rauschens:
Resultat: der negative integrale Feedback durch

e CheA, phosphoryliert CheB
e CheB, senkt Methylierungsgrad der Rezeptoren
e Das senkt CheA,

sorgt fiir Rauschunterdriickung
In silico Biologie
e Implementiere In silico Mutanten
e Vergleiche chemotaktisches Verhalten mit dem lebenden Bakterium

— In silico Mutante chemotaktisch, wenn steady state in [2.2 mM, 4.3 mM]

— Bakterium: Rennstrecke

1.5 1
> I
5 _
o
& |
Q
g 1
2
2
5 0.5
3
=
© 0 1 L 1 L L J B e
0 2 4 6 8 ' — 6

2 4

fold expression fold expression

Abbildung 10.37
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0 02 04 0.6 0.8 0 0.2 04 0.6 0.8
extrinsic noise intrinsic noise
Abbildung 10.38: Compare chemotactic behaviour
Zusammenfassung

E. coli mufl adaptiv und robust sein

Optimiert, um mit Fluktuationen umzugehen

So kompliziert wie nétig, so einfach wie moglich

Regulation auf Protein-, nicht auf Genebene

Beispiel fiir "understand what you know”

10.3 Kontrolltheorie

Speziell fiir enzymatisch vermittelte Reaktionen
e Kinasen

e Phosphatasen
m
i = Znij e;vi(¥), e; Enzymaktivitidten
i=1
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Formale Losung:

z;(e,t) = x;(0) + /Znijez‘v(f(T))dT

Betrachte Zeitskalierung [56]

o= t/\
e, = e\
Ergibt

T=t/A M

zj(Ae, t/N) = z;(0) + /:0 Znij)\eiv(f<7-))d7-

Substituiere z = A1

z=t M

zj(Ae, t/N) = z;(0) +/ Znijeiv(f(ﬂ)dz, dr = 1/\dz
z=0 i=1
Damit:

zj(Ae,t/A) = 2;(0) + (z;(e, 1) — 2;(0))

r(Xe, \ 1) = Az(e, t)
Ergibt:

e Konzentrationen x; sind homogen vom Grade 0

e Konzentrationen sind homogene Funktionen der Enzymaktivititen vom Gra-
de 1

e Konzentrationen sind homogene Funktionen der Zeit vom Grade -1

Analog zur metabolischen Kontrolltheorie mit

:dlnx and O — dlnz

Ci dlnt '  dlne;

liefert Eulers Theorem:
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n
So-c
i=1
Fiir Extremwerte und stationdre Werte von z; gilt C;” =0

Bei Signaltransduktion sind (nichtstationdre) Extremwerte, i.e. Amplituden, wichtig:

zn: C' =0
=1

Interpretation: Fiir Amplitude gilt
e Positive und negative Kontrolle gleich stark

e Kinasen und Phosphatasen haben gleich starken Einflufl

9

Oft wichtig: Gesamt-Output ” Area under the curve’

Skalierung;:
At At z
I(e/\ At) :/ x(e/)\,)\T)dT:/ x(e,T)dT:/ x(e,7)dz = M (e, t)
7=0 =0 7=0
Mit
dln I(t) dn I(t)
It I(t) _
O = e nd G = e,

und Euler’s Theorem:
SO0 =
i=1

Nimmt das Signal im endlichen wieder ab, folgt Ctl (00) 0, und
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icf(‘”) =1
i=1

Analog: Skaliere Enzymkonzentrationen und betrachte Zeit T" bis bestimmte Kon-
zentration y; erreicht ist
Fiihrt auf

Zn:CiT =1
=1

Interpretation der beiden letzten Fille:

e Phosphatasen haben grosseren Einflul auf Area-under-the-curve und Dauer

Beispiel MAP Kinase

e Duration ) = —1 Phosphatasen wichtiger als Kinasen

e Amplitude > = 0 gleich wichtig

Baustelle:
Fluctuation Dissipation Theorem bei Summation law = -1: Response ist grade gleich
- fluctuation

10.4 Anwendungsbeispiele

e Rezeptormodellierung [77]
e Methoden fiir grosse Systeme: [6, 18, 8]
e Von ganz grof§ kommend [10], [139]

Wenig Daten, viele Parameter [37, 111]

Westerhoff, Hornberg: Oncogene sind keine guten Targets, weil sie keine Kon-
trolle mehr haben.
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e Einzelfallstudien [128, 8, 78]

— MAP Kinase Ferrell und andere ZITATE ERGAENZEN
— EGF [70, 46, 111]

— PDGF [95]

— Insulin [118]

JAK/STAT Epo/IFN-y [128, 145, 148

— Wnt [78§]

— Apoptose [37, 8, 28]

— TNF-a [53]

11 Genregulation

[76] ihr Biophys. J. paper zu wann stochastisch simulieren

Merke: Gerland Vortrag: Bei Interaktionen an Transkriptions-Faktoren machen ein-
dutige Inhibitions- und Aktivierungspfeile keinen Sinn

Sein Vergleich TF-Networks mit Neural networks.

Bayesian nnets konnen kein feedback

11.1 Gillespie-Algorithmus

Olaf, Kap 4.5, p.101 fuer Aufgabe
Literatur:

e Original [40]
e See also: [38, 85, 100]
e Kritische Auseinandersetzung mit Grundlagen und Interpretation [143]

Sei

P,(t) = Prob(#S; = n)
Betrachte:
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e ZufluB nach P,(t)
a;(n — 1)
n—v; — n
mit a;(n,,) die Rate, mit der Anderung um ;, gegeben Zustand war in n — v;
e Abflufl von P,(t)
ai(n)
n — n+y

mit a;(n) die Rate, mit der Anderung um v;, gegeben Zustand war in n

Dann Master-Gleichung:

M
b, = Z a;(n —v;)Py_y, — a;(n)P,
i=1
In der Regel nicht analytsich zu 16sen.

Gillespie-Algorithmus: Statt analytischer Losung

Simuliere viele Trajektorien

Ermittle Resulate durch Motteln

Welche Reaktion ist die néchste ?

e Wann wird sie stattfinden ?

Zentrale Grofe: P(i, )
P(i,7)dr: Wahrscheinlichkeit fiir Reaktion R; im Intervall (t+ 7, ¢+ 74 d1), gegeben
System in Zustand S(t)

P(i,7)dT = Py(T) P;(dr)
mit

e P;(dr) = a;dr: Wahrscheinlichkeit, dass Reaktion R; im Intervall (¢4 7,¢ 47 +
dr) stattfindet.
(

e Py(7): Wahrscheinlichkeit, dass gegeben Zustnad S(t) keine Reaktion im Inter-
vall (t,t + 7) stattfindet
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Die Wahrscheinlichkeit, dass irgendeine Reaktion im Intervall d7 stattfindet, ist:

M
E (ZidT
i=1

Definiere:

M
a* = E a;
i=1

Wahrscheinllichkeit fiir keine Reaktion im Intervall dr: 1 — a*dr.
Daher

Po(T +d1)Py(7)(1 — a*dr)
Ergibt Differentialgleichung

a*T

Py = —a* Py, mit Losung Py(t) =€~

Zusammengefafit:

P(i,T) = a;e” st

Wann und welche ?

e Wann ?

Summation iiber alle Reaktionen

ergibt mit P(7)dr Wahrscheinlichkeit fiir niichste Reaktion in Intervall (¢ +

Tt + 7+ d7)
e Welche ?
Gegeben eine Reaktion geschieht im Intervall, gibt die bedingte Wahrschein-
lichkeit (i.7) .
- P, T ae T aq
P ) — — ’ — v f— _7,
(il7) P(7) a*e=v'7T  a*
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die Wahrscheinlichkeit, dass es Reaktion ¢ ist.

Auf dem Weg zum Algorithmus:

e Wann ?

— Die kumulative Verteilung F(t)fiir P(7) lautet:

t t
F(t) = / P(r)dr = a* / T — 1 — e
0

—00

— Sei r; gleichverteilte Zufallszahl im Intervall [0, 1]

— Wihlt man ¢, so dass F(t) = ry, ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von ¢
die von P(T)

— Man erhahlt somit ¢ durch

1 1
b= n) = Eln (1 —7”1)

— Da r; genauso gleichverteilt ist wie 1 — 7y, gilt fiir die Zufallsvariable der
Zeit T der néchsten Reaktion :

t=F1(r) = iln (l) = —llnrl

a* T a*
e Welche ?

— Sei ry eine gleichverteilte Zufallszahl in [0, 1]
— Welche Reaktion stattfindet wird durch

a; Q;
— <ra’ < E —

bestimmt

Der Algorithmus:
1. Initialisierung

e Setzet =10
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e Wihle Anzahlen von Molekiilen #.5S;
2. Berechne Propensities

* a; = hjc;

e Berechne a* = Zj\;l

3. Ziehe zwei gleichverteilte Zufallszahlen rq, 79

e Bestimme 7 =1/a* Inl/r,

e Bestimme j so, dass
Jj—1 J
Zai < rya* < Zai
i=1 i=1
4. Update

e Update der Anzahl der Molekiile nach dem Reaktionschema
e Setzet =t + 71
e Gehe zu Punkt 2

Der Zusammenhang zwischen den Ratenkonstanten k; und den a; héngt von der
Form der Reaktion ab

e Keine First-Principle Ableitung fiir a; moglich.

e "Riickwérts” von k; zu a;

11.2 Network Motifs

120, 83, 88]
[63]

Ein Gen nach dem anderen, Arbeiten von U. Alon
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11.3 Positive Feedforward-Loops

Feedforward Loops: Fahrstuhltiir-Effekt

Negative Riickkopplung beschleunigt Signaliibertragung [106]

[124]

[24]

Kap. 8 in F.C. Hoppenstaedt, C.S. Peskin: Modeling and Simulation in Medicine and
Biology [54]. Geht ins Biomedical Engineering

12 Zellzyklus
94, 133, 131]

driven by growth, not a limit cycle
Parameterschédtzung durch Mutantenerklarung

13 Wo kommen die Modelle her ?

Elementarmodenanalyse: Annotiertes Genom reicht, weil Existenz von Enzymen alles
festlegt
Literaturdaten: Enzymaktivitit oft iiberschétzt

13.1 Parameterschitzung in Dynamischen Modellen
13.2 Modellselektion

13.3 Sensitivitidtsanalysen

aus Manchester Bioinforamtics Sentero paper

14 Zuriick zur Populationsdynamik
Zusammenfassung bisheriger Dynamiken

e Explosion oder Aussterben bei Malthus

e Transient zu Fixpunkt bei Verhulst

e Hamilton’sche Schwingung bei Lotka-Volterra
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Grenzzyklus im erweiterten Lotka-Volterra

Wellenfronten bei SIR

Erregbare Transienten und Schwingungen bei Hodgkin-Huxley und FithHugh-
Nagumo

Wellenstrukturen bei Turing

Feedback Mechanismen

Perfekte Adaptation bei Chemotaxis

In Kap. 3 zeitkontinuierliche Populationsdynamiken
Hier: Zeitdiskrete
Wichtig:

e Es gibt kein 1: 1 - Hin und Her
e Beide haben ihre Existenzberechtigung

Betrachte Generationen x; mit Vermehrung und Begrenzung
Logistische Abbildung [84] :

Ty =rxiq —rr;  =re (1 —x,), 0<x; <1, r€]0,4]
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Abbildung 14.1: Iteration und Fixpunkten
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Abb. 5.4.8 (a) Bifurkationsdiagramm fiir die logistische Abbildung zq+1 = azn(l — za) und
(b) Histogramm des Lyapunov-Exponent o(a)

Abbildung 14.2: Bifurkationsdiagramm Log. Map
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Merkwiirdige Bifurkationen auch in kontinuierlichen Systemen:
Beispiel: Rossler-System [107]

r = —y—=z

T+ ay
2 = b+ (r—c)z

mit a, b, c > 0, typische Parameter a = b = 0.1, ¢ ist Kontrollparameter
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Abbildung 14.3
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(a) c = 4, period 1

(b) ¢ = 6, period 2

(c) ¢ = 8.5, period 4

(e) e =9, chaos

{f) ¢ = 12, period 3

(g) c = 12.8, period 6

(i) c = 18, chaos

(d) c = 8.7, period 8

(k) ¢ = 13, chaos

Abbildung 14.4: Bifurkationsdiagramm Rossler

Lorenz System [79] :

i = o(y— )
y = —y+a(r—=z)
z = xy—bz

mit o = 10, b = 8/3, r > 0 Kontrollparameter, r=42

241




Abbildung 14.5: Lorenz Attraktor
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lorenz.dat" using 1:2
"lorenz1.dat" using 1:2 -------

30

20 H

10 |

-10 |

20 F

-30

25

20

15

10

—

Abbildung 14.6: Sensitivitit gegen Anfangsbedingungen Lorenz
Fiir das Phasenraum-Volumen von Dynamik 7 = f (%) gilt allgemein:

(59)

0fi

Fiir Hamilton’sche System gilt dV//dt = 0, fiir dissipatve dV/dt < 0.

Fiir das Lorenzmodell gilt

(60)

(0 >0,0>0)

—(c+1+b)V <0,

av
dt

oder:

(61)

(@+1+0) ~ 10~F, also ganz schon heftig.

e

e Die invariante Menge kann also nicht dreidimensional sein.

e Fiir r = 42 aber auch nicht 2 dimensional, da nicht periodisch.
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Fraktaler Attraktoren, aperiodische Trajektorien,
interessante Bifurkationen und ...
... Sensitivitdt gegen Anfangsbedingungen :

All das kommt im néchsten Semester

Was fehlt

Gause Daten bei Populationsdynamik [16]

Calcium waves [64]

Eigens Hyperzyklus [30]

Vielleicht: Beuter/Glass Bull. Math. Biol. als schlechtes Beispiel [26]
Mackey-Glass [81]

Kontrolltheorie fiir Signaltransduktion aus Hornberg - Diss
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