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Kapitel 1

Einleitung

Org-Krams:

Welche Fakultat ?

Ubung ganz wichtig! Wer kann nicht hacken ? MATLAB
Kommunikation {iber homepage

Script auf homepage unter und math_meth.pdf. Ist eine Baustelle.
Fragen bei Unklarheiten !

Mittwoch wird flexibel gehandhabt

Abteilungshomepage und Vorlesungshomepage

Inhaltsverzeichnis

”"Wo bleibt der Zwang 7”7, Scheinkriteria

ZEICHNUNG: Die 3 Richtungen der Physik

Das allgemeine Problem :
Gegeben ein Modell, ist es héchstens technisch schwierig Daten zu generieren.
Dieses ist das Direkte Problem.

Gegeben Daten, ist es i.d.R. schwierig, das Modell zu finden.
Dieses ist das Inverse Problem.




Daher: Hin und her zwischen Direktem und Inversem Problem.

KAPITEL 1. EINLEITUNG

Model = Daten

aber
Daten == Modell

Hier Schwerpunkt auf dem Inversen Problem.
Daten von dynamischen Systemen heiflen Zeitreihen

FOLIE Beispiele von Zeitreihen

Was immer man tut, man hat irgendwelche Modellvorstellungen im Hinter-
kopf (aus Vorwissen oder Dogmatismus). Darum ist es sinnvoll, sich mogliche
Modellklassen zu iiberlegen:

deterministisch | stochastisch

linear X =AX X=AX+¢€

nicht linear | X =f(X,p) |X=Ff(X P,?

€ modelliert zahlreiche Einfliisse auf das System.

Weitere Prozefiklassen:

Partielle Differentialgleichungen @ = f(Vz, z,p)

Delay-Differentialgleichungen &(t) = f(z(t),z(t — 7),p)

Markov-Prozesse mit diskretem Zustandsraum

p(ai(t)) = X pxi(B)]x;(t = 1))p(a;(t = 1)), 4,5 =1,2,...

Punktprozesse

Ej@t— g(t—T;)

mit ”Shot-Profil” ¢(.) z.B.:
gt = T;) = Me =T/

und 7} z.B. aus Poisson-Proze$:

Alitm0 prob (Event in (¢,t + At)) = pAt ,

(1.1)

(1.2)



In der Regel x multivariat (mehrdimensional) und zeitkontinuierlich, aber
die Beobachtung y univariat (eindimensional), zeitdiskret und mit Beobach-
tungsrauschen 7 versehen:

Somit:

r = f(z) Dynamische Gleichung oder Systemgleichung
y(t;) = g(@(t;)) +n(t;) Beobachtungsgleichung

Ziel: Lerne aus y(t;) etwas iiber & = f(z)

Beispiele :
deterministisch stochastisch
linear Sonne/Erde gesunder Tremor[284]
nicht linear | chaotische Schaltkreise [247, 295] | kranke Tremores [287]

Beispiele der anderen Prozefiklassen:
e Chemische Prozesse auf Oberfliachen [94, 245] (partielle DGL)
e Blutbildung [179] (Delay-DGL)
e Jonenkanile [195] (Markov)

e Rontgenvariabilitédt Schwarzer Locher [296], Herzschlag [152] (Punkt-
prozesse)

Charakteristische Grofien:

deterministisch | stochastisch
linear Perioden Spektren
nicht linear | Dimensionen 77

Fiir die weiteren Prozefiklassen charakteristisch:

e Diffusionskonstante
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e Delay time 7
e Verweilzeitenverteilung

e Poisson-Eigenschaft, Shot-Profile

Mogliche Ziele der Zeitreihenanalyse:

e Vorhersage des Zeitverlaufs, Borse

e Charakterisieren/Klassifizieren, z.B. bei medizinischen Daten zur Dia-
gnoseunterstitzung

e Modellieren & = f(z,p)

— Bestimme Parameter p,
— ”Verstehen” der Dynamik
— Hypothesen testen: Ist es fi(z,p) oder fo(x,p) 7

Zeitkontinuierliche vs. zeitdiskrete Dynamik
(Physikalisch) natiirlich ist meistens zeitkontinuierliche Dynamik

—

f:f(f,g)

Ausnahme : Generationen von Viechern, z.B. Anzahl von Wolfen die jahrlich
gezahlt werden.

Viele (mathematische) Modelle und Methoden sind zeitdiskret

x(i +1) = g(x(i), e(d))

Wichtig: Die Zeitdiskretheit der Datenerhebung ist KEIN Argument fiir zeit-
diskrete Modelle oder Methoden (wird running gag).



Kapitel 2

Ein bifichen Statistik

Literatur:

Hartung, Statistik [108] Ein Klassiker, sehr detailliert

Sachs, Applied Statistics [249] Kompendium, angewandt

D.R. Cox, D.V. Hinkley Theoretical Statistics [51] lesbares Theoriebuch

J. Honerkamp Stochastic Dynamical Systems [125] Kap. 1-3.
Kondensierte Darstellung der fiir Physiker relevanten Grundlagen der
Statistik

S. Kotz and N.L. Johnson Breakthroughs in Statistics 1 & 2 [169]
Sammlung der 40 wichtigsten Statistikpaper mit Kommentaren, nett

Grundsatzlich zur Statistik :

e Kein Fall von Mathematik

Ein paar Sachen mufl man richtig verstehen.

Vieles mufl man kennen.

Vieles mul man einfach nur nachschlagen kénnen.

Ein bisschen jetzt, der Rest im Laufe der Verhandlung

11
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2.1 Verteilungen

2.1.1 Zufallsvariablen

Zufallsvariable X:

Etwas, das eine Wahrscheinlichkeitsdichte px(x) hat

Wahrscheinlichkeit, eine Realisierung = in (x,z + dz) zu beobachten,
ist px(x)dx

px(x) >0, [px(x)dr =1

ZEICHNUNG dazu

Physikalisch entsteht Zufall entweder

— durch Quantenmechanik (eher selten in makroskopischen komple-
xen Systemen)

— durch Chaos (auch selten)

— oder durch viele Einfliisse 4 la Brownian Motion.

e Es gibt auch diskrete Verteilungen p(zx;), denke an Wiirfel

Im folgenden, wenn Bezug klar: px(z) = p(x)

2.1.2 Momente
o ((2)F) = Ja"p(x)dx
e 1. Moment Mittelwert

e 2. Moment

Varianz: 02 = ((z — Z)?) = ug — 3.
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Standardabweichung: o.
2

Varianzen o=, nicht Standardabweichungen o sind additiv. Dies gilt bet
unabhdngigen Ereignissen.

e 3. Moment
<1 >=pz = /x3p(x) dx

Schiefe: k = ((z — p)?), MaB fiir Asymmetrie.

e 4. Moment
Kurtosis (Bauchigkeit): v = {(z — 7)*)/o* — 3

2.1.3 Beispiele fiir Verteilungen

e Gaufverteilung oder Normalverteilung;:

1 (@—)°
p() = ——e =
2ro

Bezeichnung: N (ju, 0?)
Standard-GaufBverteilung 7 = 0, 02 = 1: N(0,1)
In +10 liegt 68 % der Masse

In £1.960 liegt 95 % der Masse

Momente von N(0,1) :

(2)F) = 0 fiir k ungerade
AR | x3...(k—1) fiir k gerade

Damit klar, warum bei Kurtosis ”-3”

Zentraler Grenzwertsatz:

Summe von ZVs mit endlichen Momenten strebt gegen Gauf3verteilung

Bedeutung nicht zu unterschétzen.



14 KAPITEL 2. EIN BISSCHEN STATISTIK

e Gleichverteilung U(a,b) :

| 1/(b—a) fira<z<b
p(x)—{ 0 sonst

Erzeugung erkliren.

— Alle ZV-Erzeugung basiert gleichverteilten Zufallsvariablen

— Problem:

Wie auf einem (deterministischem) Computer ”zuféllige” Zahlen
erzeugen.

— Diskussion: Erkennen von Zufall. Statistische Hypothese ”5.6 ist
zufallig” ist nicht abzulehnen.

ZEICHNUNG: Sinus Reihe
Zufall = Nicht Vorhersagbar, de facto Definition
— Losung :
Chaotische dynamische Systeme zeigen Eigenscahften, die im End-
lichen mitunter von echtem Zufall nicht zu unterscheiden sind.

— (Pseudo-)Zufallszahlen-generator: Poincaré - Schnitt durch ein
hochdimensionales deterministisches chaotisches System.

z(t+1) = f(x(t))

ZEICHNUNG fiir ran0.f

— dhnliche Werte von z(t) habe sehr verschiedene Werte z(t + 1).

e Exponential-Verteilung

1 —x/T
p(z) =~
.

Es gilt:

V)
[
V)
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Ergibt sich bei “konstanter Ausfallrate”

Erzeugung von exponentiell verteilten Zufallsvariablen
Transformationsmethode:

1=/Id:cpx(:r)=/pdy

— Sei x gleichverteilt
— Bilde y(x)
— Fiir Verteilung von y gilt

dx

dy

px(a(®) = [ dypy(v)

dx dzx
py(y) = px(z) d_y = d_y
— Wibhle y(z) = —logx
— Gibt: p
S) — |2F -y
p(y) ol =

ZEICHNUNG dazu

Bemerkung Box-Miiller

e 2 Verteilung mit r Freiheitsgraden:

X7 = i (N(0, 1))

Y~xg, Xi~ N(0,1) = pa(z;)

p(y) = /dx1 coodx Oy — (2 + .. 22) ﬁpg(xi)

I’r/2_16_$/2

@) = 3702

X

15

per
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Es gilt:

Vcw“(xf) = 2r,

d.h. Erwartungswert und Varianz sind keine unabhéngigen Parameter.
BILD x? Verteilungen, Apfel-Bemerkung

x? Verteilungen sind additiv:

92 2 2 )
XTl + XT2 - XT1+7‘2

)

Aus dem zentralen Grenzwertsatz (CLT) folgt:

lim x? = N(r,2r)

r—00

Bemerkungen :

— X3 = $e~*/? ist Exponential-Verteilung mit 7 = 2.

— x5 wird wichtig in Kapitel 5 Spektralanalyse.

e t-Verteilung

t(r, x)

_N(O,1) 1
B X2/ - VrB(1/2,r/2

Bemerkung: Siehe t-Test: Test auf Gleichheit von Mittelwerten zweier
Gauf3verteilungen.

lim ¢(r,x) = N(0,1)

r—00
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e F-Verteilung

X/

F(ri,ro,z) = = ..
et =

Bemerkung: Siehe F-Test: Test auf Gleichheit von Varianzen zweier
Gaufverteilungen.

Cauchy(-Lorenz) Verteilung:

1 2
pCauchy(xa 1y 7) - ;m

,uk.:/a:kp(x) = 00
Momente existieren nicht!

1 ist Lokalisationsparameter, aber kein Mittelwert.

Cauchy-Verteilung spielt bei den Zuwéchsen der Aktienkurse eine Rolle.

Erzeugung per Transformationsmethode:

DPCauchy(,0,1) = tan(m(U[-1/2,1/2])

Es gilt:

"Cauchy(z,0,1) =

das ist auch einfachste Erzeugungsweise.

Bezug zur t-Verteilung:
t(l, I‘) = pCauchy(xa 07 1)

Mit t-Verteilung kann man also zwischen Cauchy (keine Momente) und
Gauf} (alle Momente) hin- und herfahren.

Bemerkung: Aus der Physik bekannt als Breit-Wigner-Verteilung.
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Binomial Verteilung

Zwei mogliche Ereignisse: x1, xq; p = prob(z;)

Bei n-maliger Durchfithrung des Experimentes ist B(n, p, k) die Wahr-
scheinlichkeit, z; k-mal zu realisieren.

Poisson-Verteilung
e MNF
k!

Pk, ) =
Bemerkung: Diese Verteilung wird fiir Poisson-Punktprozesse wich-

tig. Ferner ist sie die Grenzverteilung der Binomialverteilung:

lim B(n,k,p) = P(k, \) wobei nll_}IIolo np =\

n—oo

2.1.4 Zentraler Grenzwertsatz

Existeren die ersten beiden Momente, so strebt die Summe von un-
abhéngigen, identisch verteilten (iid) Zufallsvariablen gegen eine Gaufiver-
teilung.

Darum sind die beiden Grolen p und o so wichtig.

e Konvergenzrate hingt i.w. von der Schiefe ab.
e Gilt nicht fiir Cauchy-Verteilung.

e Aber auch fiir Verteilungen mit nicht-existenten Momenten gibt es

Grenzwertsatze.
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2.1.5 Schitzen von Parametern von Verteilungen

e Mittelwert der GauBverteilung N(u,o?) :
Gegeben N Realisierungen z; aus N(u, 0?).
Der Schétzer

N S
M:N;%‘

ist eine gaufverteilte Zufallsvariable mit
() = p
L,

(Var()) = 0

Mit zunehmender Datenanzahl kann man den Mittelwert immer genau-
er wissen.

Vertrauensintervall: Mit 95%iger Wahrscheinlichkeit liegt der wahre

Wert im Intervall
[ 196\/i 2A+1961/i 2
il . ch , f ) NJ

Anschaulich begriinden.

e Der Schatzer fiir die Varianz

ist % _, verteilt.

Bemerkung: Die Anzahl der Freiheitsgrade ist nur N — 1, da u
geschétzt werden musste (1 Freiheitsgrad).

Sei jeweils X ~ N(u,0?)
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— Schétzer fiir den Mittelwert p

1N
<ﬂ>=NZ<Xi>=<X>=M

i=1

Schétzer ist unverzerrt oder unbiased. Liegt im Mittel richtig.

Varianz des Schétzers

Zusammengefafit: ji ist Gau’sche Zufallsvariable mit

x < fL>=p
x Var(p) = xVar(X)

« o) = /5 o(X)
Damit folgt: +0 (=68%) Vertrauensintervall fiir (wahres) p:

[ — o (i), o+ o(ja)]

oder

Vertrauensintervall wird mit 4/ % kleiner
Schéatzer ist konsistent.

Konsitent: Fiir N — oo wird alles gut

— Drei Schiitzer S, k = 1,2, 3 fiir die Varianz
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* Sel Mittelwert unbekannt

First try:
2= LSy
N 7

=1

Betrachte einen Summanden, addiere geschickt 0

<(Xi—p)?> = < (X;—<X>)—(p—< X >)*>
Var(X) -2 < (X;— < X >)(p— < X >) >

+Var(f)
Von oben: Var(ji) = Var(X)
und
1N
<(Xi—<X>)(a-<X>)> = NZ<(X <X >)(X;— < X >)
=1
S (Xi— < X >)
N
1
= NVCLT(X)

Alles zusammen

<(X;—p)P> = Var(X) - QLVCLT(X) + iVar(X)

N N
= (1-1/N)Var(X)
N -1
= N Var(X)
Somit
) 1N—1N N -1 1
< 5% >= NN ZV&T = TVar(X) = VaT(X)—NVar(X)

Ergo: Schiitzer S? hat einen

1
bias(s?) = NV@T(X)
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* Second try
512 — Lé\f:(:p o ﬂ)?
Selbe Rechnung wie oben
< 83 >=Var(X)

Begriindung:
- Die Berechnung des Mittelwertes kostet einen Freiheits-
grad.

- x1,...,oy unterliegen Nebenbedingung:

N
i=1

* Sei Mittelwert 1 bekannt

Selbe Rechnung wie oben

< S: >=Var(X)

e Vertrauensintervall fiir p der Binomial Verteilung
Mit m = #uxq, ist der Schétzer

. m
p=—
n

asymptotisch (np(1—p) > 10) (Gleichung erlédutern, Schiefe muf klein
werden, am Rand langsamer) gaufiverteilt (CLT) :

p~ N(p, %p(l —p))

95 % Konfidenzintervall:

l% - 1.96,/%19(1 —p), % + 1.96,/%;9(1 —p)]

Fiir (np(1 — p) < 10): schlage Pearson-Clopper-Werte nach.
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2.2 Hypothesen Tests

2.2.1 Parametrische Tests

Héaufig laufen Fragestellungen auf statistische Tests hinaus.
Alles weitere am Beispiel des t-Tests.

Das Procedere

e Formuliere Nullhypothese Hy:
Hier:

Die Mittelwerte pu1, po zweier Gaul-Verteilungen (mit gleicher Varianz
0?) sind gleich.

e Berechne (analytisch/simulativ) Verteilung einer Testgrofie unter der
Nullhypothese.

Hier:

— Berechne empirische Mittelwerte fi1, fis fiir jeweils N; Messwerte
z; und Ny Messwerte x?:

1 X 1 X
e — O 2
MI_NI;LEZ’ /"LQ N2;xz

entsprechend empirische Varianzen 6%, 63, da o in der Regel nicht
bekannt ist:

— Berechne das gewichtete Mittel:
o L [(Ny = 1) 67 + (N, — 1) 63
N1 + N2 -2

und den Standardfehler:

A 1 1
S—S(ﬁﬁﬁg)
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— Dann ist
t = (1 — p2)/S
(bei Giiltigkeit von Hy) t-verteilt mit Ny + Ny — 2 Freiheitsgraden.
— FErinnere:
CLT: limy_o t(r,z) = N(0,1)
— Anschaulich Ny = N, =N

(fin = f12) /S ~ N(0,1/(2N))
— Verteilung von ¢t unter Alternative N (g — pe,1/(2N))

e Dilemma I des Testens:

— Test lauft auf Frage hinaus:
Gehort ein Punkt zu der Verteilung 7

Problem:

Das ist nicht zu verneinen.

Im Prinzip kann unter Hy jeder Wert der Test-Statistik (beim
t-Test: t) vorkommen.

p-Wert Wahrscheinlichkeit fiir Wert grofer ¢:

pzl—/t p(z)dz

—00

Unter Hy: p-Wert der Teststatistik ist gleichverteilt auf [0,1].

Bemerkung: Aus jedem Test kommt eine bestimmte Testgrofe
als Ergebnis heraus. Beim t-Test ist dies wiederum ¢. Diese Test-
grofle kann jeden beliebigen Wert einer bestimmten Wertemenge
(z.B. die reellen Zahlen, die postiven reellen Zahlen, ...) anneh-
men. Zu jedem dieser Werte gehort eine bestimmte Wahrschein-
lichkeit p, der p-Wert der Teststatistik. Simuliert man viele solcher
Tests, so ergibt sich als Resultat eine Gleichverteilung der p-Werte
auf [0,1], d.h. es gibt keinen bevorzugten p-Wert.
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— Ausweg: Verwerfe die Nullhypothese H fiir extreme Ereignisse
durch Festlegen eines Signifikanz-Niveaus a. Typische Werte fiir
a: 0.05 oder 0.01 (Statistik ist kein Fall von Mathematik!)

Einseitigen und zweiseitigen Test diskutieren
ZEICHNUNG « Bereich, Fehler 1. und 2. Art

— Dabei konnen 2 Arten von Fehlern auftauchen:

Fehler 1. Art: Hy wird abgelehnt, obwohl sie wahr ist.
falsch positiv

Fehler 2. Art: Hy wird nicht abgelehnt, obwohl sie falsch ist.
falsch negativ

— Fehler 2. Art kosten ein gutes paper
Fehler 1. Art kosten die Karriere

e Power of the test: H&ufigkeit der Ablehnung eines Tests, wenn H,
falsch.

ZEICHNUNG Power of the test
e Hiufigkeit Fehler 1. Art < a: Test ist konservativ.

e Haufigkeit Fehler 1. Art > a: Test ist Schrott.

Ubung :
Die Power des ¢-Tests

Dilemma II: Dichotomie von Kakutani [147]

e Wenn Hj nicht wahr ist, gilt eine Alternative Hy mit Verteilung py, ()

e Nun gilt:
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0

Jim [ pa,(X) i, (X) dX = { or

Bemerkung: Fiir grosses N werden Verteilungen pg, (X), pg, (X) im-
mer enger. Falls Hy # H; gibt es irgendwann keinen gemeinsamen
Trager mehr.

Idee des Beweises:

O.B.d.A.: E(py,(X)) =0
Wenn Test iiberhaupt Power hat, dann

]\}i_{nw E(pH1 (X))/V(M”(le (X)) — 0

Wenn ein Test tiberhaupt Power hat, wird Hy mit zunehmender Daten-
zahl immer abgelehnt

” All null hypotheses are wrong” (Fischer, 1925) ”... but some are use-
ful!”

Dilemma III: Statistische Signifikanz vs. Inhaltliche Relevanz

Wiederhole p-Wert

e Patienten mit Puls 180 £ 10 Schlége/min
e Ein Medikament verringert Puls auf 170 £+ 10 Schldge/min

e Fiihre ¢-test mit n Messungen durch:

n=>»s © n.s.
n=10 : p=20.03
n=100 : p< 1077

n=1000 : p< 10720



2.2. HYPOTHESEN TESTS 27

e Drehe es um: Fallzahl Kalkulation

— Was ist klinisch relevante Herabsetzung des Pulses 7

— Wie viele Messungen /Patienten n braucht man, um Nullhypothese
Hy: Es gibt keinen Effekt.
abzulehnen 7

— Wenn H, dann abgelehnt: Medikament ist sinnvoll.

— Wenn H, nicht abgelehnt basierend auf n Messungen/Patienten:
Gemessen in relevante inhaltlicher Skala hat das Medikament kei-
nen Effekt.

Bemerkung: Beliebig kleine Verletzungen fiihren zu signifikanten Unter-
schieden falls hinreichend viele Daten verfiigbar sind. Man muss sich im
Vorfeld iiberlegen, welche Verletzung relevant ist. Daraus ldsst sich dann
bestimmen, wieviele Daten notwendig sind, um eine sinnvolle Verletzung
statistisch signifikant nachzuweisen.

Dilemma IV: Multiples testen

e Setting: An m Groflen soll ge-t-testet werden, ob sich zwei Spezies un-
terscheiden.

Hy : Es gibt keine Unterschiede

Procedere: Mache m t-Tests, jeweils zu Signifikanzniveau o.

Wahrscheinlichkeit &, Hy abzulehnen:

a=1-(1-a)" (@

Beipiel: a = 0.01
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Losung 1:
e Bonferroni - Korrektur:

3 [e

e Lose (1) nach « auf:
a=1-(1-a)Y" ~

e Berechne fiir gewiinschtes (globales) & das notwendige « fiir die Einzel-

Tests.

e Problem :

— «a wird sehr klein,
— Test sehr konservativ, keine Power

— viele Fehler 2. Art
e Variation: Bonferroni-Holm: Korrigiere in jedem Schritt j mit j/m

Losung 2:
e Ein Experiment (m) zur Hypothesen Generierung,

e ergibt m’ < m Kandidaten.
ein paar echt positive, ein paar falsch positive

e cin zweites Experiment zum Testen mit m/.

Variation iiber dieses Thema:

e AIDS Test
e Erst (billiger) sensitiver Test, der unspezifisch ist
e Falls positiv, dann mehrfach (teurer) Test, der spezifisch aber nicht so

sensitiv ist.

Losung 3:
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e Benutze Binomial-Verteilung B(n, p, k) mit p = «, um Anzahl der er-
warteten falsch-positiven abzuschétzen:

(#(Falsch positive)|m,) = > kB(m,a, k)
k=1

e Wenn’s viel mehr sind, ist da ein Unterschied.

Oder Bootstrap-Methoden : [20, 323]

Spezialfall: ANOVA

e Betrachte: Experiment untersucht mehrere Bedinungen in der selben
Hinsicht.

e Beispiel Placebo, Medy, ..., Med,, in Bezug auf # Rote Blutkoérperchen
e ANalysis Of VAriance (ANOVA) ist die Alternative zu % t-Tests.

Herleitung:
e H; : Kein Effekt.

e ) Bedingungen, jeweils N Beobachtungen: x;;

e Empirischen Mittelwert pro Bedingung
1 N

i‘i' = — Z I‘Z‘j
N =

Mittelwert tiber alles:
1 ¥
SR TP

Varianz aller Daten, genannt S5} .1, S5 fiir sum of squares, ist:

NE

hE
&
Kl

SStotal

@
Il
—
.
Il
—

I
NE
=
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|
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e Erste Summand: Varianz der Gruppenmittel beziiglich des Gesamtmit-
tels (SShetween) Mit M — 1 Freiheitsgraden.

Zweiter Summand: Varianz in den einzelnen Gruppen (SS;tpip) und
hat (N — 1)M Freiheitsgrade.

e Unter Giiltigkeit der Nullhypothese sollten ihr Quotient somit einer
F(M —1,(N —1)M) - Verteilung folgen.

e ZEICHUNG zur Veranschaulichung

Im Falle der Ablehnung;:

e Ist ANOVA signifikant, stellt sich Frage: Wer war’s ?

e A posteriori Test (Tukey-Kramer oder Scheffé) gibt kritsche Differenz,
die die Mittelwerte {iberschreiten miissen, um als signifikant verschieden
angesehen werden zu konnen.

e Beriicksichtig, dal die Daten fiir die ANOVA schon einmal statistisch
"benutzt” worden sind.

e A posteriori Test hat immer kleinere Power als ein einzelner t - Test
z.B. zwischen den grossten Mittelwertsdifferenzen. Es ist daher wich-
tig!, sich vor einem Experiment zu iiberlegen, wie die minimal zu te-
stende Hypothese lautet. Man lauft sonst Gefahr, vorliegende Effekte
statistisch nicht nachweisen zu kénnen.

Die ANOVA 148}t sich auf den Fall unterschiedlicher Varianzen und Stichpro-
venumfinge und vor allem mehrerer EinfliiBgréfien, der sogenannten Fakto-
ren, verallgemeinern.

Bemerkung: ANOVA in Kurzform: Vergleich der Varianz von Gruppenmit-
tel beziiglich Gesamtmittel mit Varianz in einzelnen Gruppen (F-Test). So
kann man sich % t-Tests sparen.

Laber leider nicht iiblich
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2.2.2 Nichtparametrische Tests
Bisher:

Hier:

Tests gingen von Gauflverteilten Stichproben aus: Parametrische Tests

Fallt Verteilung sehr viel langsamer als GaufBlverteilung ab, verliert ¢-
Test seine Power, siehe Ubung

Alternative: Nichtparametrische Tests

Statt Mittelwerts- dann Lokationsvergleich.

pi(z) =pa(x+A) Hy: A=0

t-Test geht nach Wilcoxon Rangsummentest (oder U-Test von Mann-
Whithney)

Berechne die Rénge Ry,..., Ry, der ersten Stichprobe beziiglich der
Gesamtstichprobe.

Nullhypothese: Rénge sind gleichverteilt.

Sei N; = Ny = N, so gilt:

N N
1
(> R;)=N?>+05N, Var <ZRZ> _ SN

i=1 i=1

Mit Zentralem Grenzwertsatz folgt:

(gj Ri— (N*+0.5 N))/,/%N3 + 1—12N2 ~ N(0,1)

Nichtparametrische ANOVA: Kruskal/Wallis.

Effizienz
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Sind Daten GaufBiverteilt, erkennt parametrischer ¢ - Test eine Mittel-
wertdifferenz mit weniger Daten als Wilcoxon - Test

Geringere Power der nichtparametrischen im Vergleich zu den parame-
trischen Tests bei Giiltigkeit der parametrischen Annahmen wird durch
die sogenannte Effizienz angegeben.

Power(NP — test

By = Lo )
Power (P — test)

gegeben die Giiltigkeit der parametrischen Verteilung.

Wilcoxon-Test hat gegeniiber ¢ - Test eine Effizienz von 0.95, d.h. der ¢
- Test hat fiir Gauflverteilte Daten mit 95% der Datenanzahl die selbe
Power wie der Wilcoxon-Test.

Da falsche Verteilungsannahmen zu einem Verlust der Power parame-
trischer Tests fiihren, nichtparametrische Tests aber eine Effizienz < 1
haben, folgt

Dilemma V : Power vs. Effizienz

Da Unterschied gering und nichtparametrischen Tests robuster, werden
sie heute in der Regel bevorzugt.

Gepaarte Tests

e Werden in den Stichproben Daten von den selben Individuen erhoben,

so hat dieses eine Auswirkung auf die Varianz:
ZEICHNUNG: gepaarte Werte

die beriicksichtigt werden muf.
Man spricht von gepaarten Tests.

Wie im Falle des gepaarten t - Tests 1&8t sich auch fiir die ANOVA eine
MeBwiederholung, i.e. die Abhéngigkeit der Stichproben zu den ver-
schiedenen Versuchsbedingungen, beriicksichtigen. Dies geschieht z.B.
durch die Greenhouse - Geisser - Korrektur.

Mehr Statistik spéter, wenn’s dran iss.
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Grundlegende Begrifte

3.1 Ergodizitit

Prozesse

&= f(x,€)
induzieren eine invariante Dichte u(x) im Phasenraum.

Fiir dissipative (nicht - Hamilton’sche) ist diese i.d.R. attraktiv, i.e. es
gibt Transienten.

Erwartungswerte interessierender Grofien miissen beziiglich p(x) gebil-
det werden:

(G) = [ dop(@)G(a)
Ergodisch: System kommt allen erlaubten Systemzustanden (u(x) # 0)

beliebig nahe.

Oder: Jede Invariante Menge ist entweder die leere oder die gesamte
Menge.

Fiir ergodische Systeme gilt ”Zeitmittel=Scharmittel” und damit
1 1 Y
(@) = [dep(@)G@) = = [@GE0) (=~ Ga(t)

33
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D.h.: man braucht p(z) nicht.

Bemerkung: Falls das System ergodisch ist, also allen erlaubten System-
zustédnden beliebig nahe kommt, konnen Erwartungswerte statt iiber die
Dichte direkt als Zeitmittel berechnet werden.

3.2 Stationaritat

Gegeben Prozess x

Betrachte:

plx(t),z(t —m),...,2(t —Tn))
o Gilt
plx(t),z(t—1),...,2(t = 7)) = f(T1,. ... Tm) V(7. Tin)
dann ist der Proze (streng) stationér.

Betrachte Autokovarianz-Funktion (Annahme (z(t)) =0) :

ACF(t,7) = (z(t)x(t — 7))
o Gilt
ACF(t,7) = ACF(1)

heifit der Prozef3 schwach stationar.

Beachte: Stationaritit # Zeitunabhdngige Dynamik
(Zeitunabhingige Dynamik bedeutet hier, dafi der funktionelle Zusammen-
hang zeitunabhdngig ist.)

Beispiele fiir nichtstationédre Prozesse mit zeitunabhéngiger Dynamik:
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e Brownian Motion
z(t) =x(t — 1) +e(t), ACF(t,0) xt

e Periodisch korrelierte Prozesse, z.B.:

i = —(wo+tw)’z
= —Q%w

ACF(t,7) = ACF(t+2rw/Q, 1)

Es gibt oo viele Arten, Prozesse instationédr zu machen.

(Pathologisches) Beispiel fiir schwach, aber nicht streng stationér

x(i) =1 —42*(i — 1) fiir i < 0 Logistische Gleichung
x(i) ~ N(0,1)  fiir ¢ > 0 Weisses Rauschen

3.3 Mixing properties
Zwei Fundamentalklassen von Prozessen

e Nicht-vergessende: i.w. strengperiodische

— Grenzzyklen (dissipative)

— Integrable Systeme (konservative)

e Vergessliche

— Stochastische
— Chaotische

Literatur: [98]
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e o-mischend (uniformly mixing)

Z,; streng stationdrer ProzeB, F" o-Algebra generiert durch {Z;,n <
i <m}

Z; ist ¢ mischend, wenn fiir

pr=sup  sup  |P(B|A) - P(B)
" Ae P
P(A) >0,
BeFz,

gilt
gy P =0

Bemerkung: Betrachte zwei beliebige Ereignisse im zeitlichen Ab-
stand k und wéhle solche, bei denen das spétere Ereignis am meisten
vom fritheren Ereignis weiss. Wenn fiir £ — oo diese Kenntnis trotzdem
Null wird, ist der Prozess ¢-mischend.

p mixing, asymptotisch unkorreliert

Z; mit endlicher Varianz (0.B.d.A. (Z) =0) ist p-mischend, wenn fiir

=su su (XY)
P = 5TP XGLQI()FEOO) (Var(X)Var(Y))V/?

Y € Lo(Fp2,)
gilt
P =0

Ly(F!™): Menge der ZV X, messbar auf F*, 0 < E(X?) < oo

Bemerkung: Anschaulich ist die Grosse p, dhnlich zur ACF. D.h.
p-mischend heisst die AC'F zerfillt.
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e 7, ist « (strong) mixing, wenn fiir

ar=sup sup |P(B[)A)— P(A)P(B)|

" AeFn
B e Fy,
gilt:
Jim, o =0
Bedeutung:

37

e Mischende Prozesse, hinreichend grob gesamplet ergeben iid Zufallsva-

riable (so funktionieren Zufallszahlengeneratoren).

e Mixing Konzept urspriinglich fiir stochastische Prozesse entwickelt, 1483t

sich aber auf deterministische tibertragen [170].

e FErlaubt statistische Zugénge

Gegeben Daten, laufen Fragen nach Stationariét, Ergodizitat, Mischungsei-
genschaften (der zu Grunde liegenden Prozesse) auf statistische Tests hinaus

(inclusive Dilemmata I-V)
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Kapitel 4

Exemplarische Prozesse und

Datensatze

4.1 Deterministische Systeme

4.1.1 Van der Pol Oscillator
Literatur: [307]

f=p(l—a?)i—ux, p> 0.

51.3'1 = T2
fy = p(l—a2) 2y — 12

mit 71 Ort und xo Geschwindigkeit.
BILDER van der Pol

van der Pol ist nicht mischend.

Bemerkung: Fiir y = 0 ergibt sich der harmonische Oszillator mit Frequenz
1. Ziel von van der Pol war, einen Oszillator zu konstruieren, der gegen einen
Grenzzyklus geht. Der Grenzzyklus ist iber den Parameter p zu steuern.

39
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Stabilitdtsuntersuchungen:

e Fixpunkt:

—

fa*) =0
Fiir van der Pol folgt: 27 =25 =0

e Stabilitdt des Fixpunktes: Linearisiere Dynamik um Fixpunkt
Mit
n=x"+z, z=x"+7

(x+i)=1 = fl@*+&y +9) ~ fla*,y)+ 8f(x*,y*)j i af(x*ay*)g

ox oy
PR N _ g(x*,y*) . Og(x*,y*) .
* — — I*+I,*+ %ZL’*,*—F ) F 4 9
(y*+9) =y 9( Y+ o)~ g, y") o oy Y
M@ﬁmnf:<f>
g
or of
:z:(g;; gg>f:Af
ox Oy

Losung:
Z(t) = £(0)e™
Die Eigenwerte \; o von A legen das qualitative Verhalten fest:
Z(t) = a1 cos(Im(A))t + ¢1) + agefPDt cos(Im(A\g)t + ¢o)

Allgemein:
dRe A >0 instabil VYV Re A< 0 stabil

— FKEigenwerte reell: exponentiell

— FEigenwerte complex: Spiral



4.1. DETERMINISTISCHE SYSTEME 41

(54

Fir van der Pol:

of
ox

x*

1 p—A
It %
Mop===F4/——-1
T 4
e Realteile positiv
e 1 < 2 imagindr, p > 2 reell
ZEICHNUNG dazu
4.1.2 Rossler System
Literatur: [244]
= r+tay

2 = b+ (x—c)z

mit a,b,c > 0. typische Parameter a = b = 0.1, ¢ ist Kontrollparameter,
c = 14 gibt Chaos.

BILD Réssler-System

Sehr langsam mischend [216].

Bemerkung: Betrachtet man zunéchst die xy-Ebene alleine mit a = 0 ergibt
sich erneut der harmonische Oszillator. Dieses Oszillieren in der xy-Ebene
bleibt auch bei Betrachtung aller Komponenten mit beliebigen Parametern
im wesentlichen erhalten. Uber die z-Komponente kommt eine zusitzlich Va-
riabilitédt in das System, die iiber den Parameter c gesteuert werden kann.
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4.1.3 Integration deterministischer Systeme

Integration deterministischer Systems basiert auf einer Taylorentwicklung

v=f(y)

Yern = Yt + Yeth + %thhQ + éyt(g)hg +O(h") (1)
yy gegeben durch f(y;), aber yt(n) mochte man nicht ausrechnen.
Abbruch nach erster Ordnung: Euler-Verfahren:

Yirn = Yo + f(yr)h + O(h?)
"Erster Ordnungs Verfahren”

e [dee: Hohere Ordnung durch geschickte Funktionsauswertungen.

o Ziel: .
Yern = Yo + [(ye)h + éf/(yt)f(yt)hQ (*)

aber: ohne erste Ableitung f’(y;).

e Losung: Betrachte

1
Ansatz yeon = y+ flye + §k1)h
1
S Y = Yo+ [y + §f(yt)h)h

=yt S+ F G Fehh

=yt F@h+ 3 W) ()

e Mit () cancelled sich der 2. Ordnungs-Term in (1) und man erhilt ein
Verfahren 2. Ordnung (Midpoint Method).
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e Also: ]
Yerh = Yo + f(ye + §f(yt)h)h

ist ein Verfahren 2. Ordnung ohne Ableitung von f.
e Dieses 148t sich weiterspinnen, iiblich Runge-Kutta 4. Ordnung.

e Auf Grund der hohen Ordnung gilt in der Regel: Integrationsschritt-
weite = Samplingschrittweite

e Verniinftige Samplingschrittweite erklédren

Ubung :
Integration von Rossler- und van der Pol- System

4.2 Stochastische Systeme

Literatur fiir stochastische Prozesse im allgemeinen:

e A. Papoulis: Probability, random variables and stochastic processes
[214]

e C.W. Gardiner: Handbook of Stochastic Methods [85]

e W.A. Gardner: Introduction to Random Processes with Application to
Signals and Systems [86]

e N.G. van Kampen: Stochastic Processes in Physics and Chemistry [308]

4.2.1 Weiles Rauschen

x(i) = oe(i), €(i) ~ N(0,1)

ACFwn (1) =< 2(i) x(i — 7) >= 0°6(7)

modelliert zahlreiche Einfliisse.
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4.2.2 Autoregressive Prozesse

Literatur: [332, 36, 227

4.2.2.1 ARJ1] Prozess

Drei Zugénge:

e Verallgemeinerung der linearen Regression (Mathematiker): Erklire
moglichst viel Varianz von y(i) durch x(7)

y(i) = az(i) + oe(i)

ist oft (grade bei wenigen, verrauschten Daten) keine schlecht
Néherung, darum versuche fiir Prozesse:

x(i) = ax(i — 1) + oe(i)

Bemerkung: Was man aus vorherigen Schritt nicht erkléren kann,
“steckt” man in das Rauschen.

e Diskrete lineare Dynamik (Yule [332])
Eine lineare Dynamik 1. Ordnung @(t) = —2z(t) fiihrt auf a(t) =

Ae~t/7. Additionstheorem:

z(t) = Ae™VT = Aem DT = peVTem DT — o7 VTp(t-1) = ax(t—1)

Um es realistisch zu machen, store die Zeitentwickung in jedem Schritt
ein bifichen. Dies fithrt zu:

x(i) = ax(i — 1) + o€(i), 0<a<l1, €(i)~N(0,1)

e Diskretisierte lineare Dynamik (Physiker)

Betrachte stochastischen Relaxator

. !
r=—ar+oe€
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Fiir kleines At aufintegriert (fiir v/ At siehe unten):

x(t) = z(t — At) — Atax(t — At) + VAtoe
= (1-Ata)z(t — At) + VAtoe
= z(i) = ax(i—1)+o'e(i)
mit At = 1 und ¢ wird identifiziert mit <.
Der relaxierende Prozefl wird vom Rauschen immer wieder aus der

Gleichgewichtslage um 0 weggetrieben.

Der Prozef3 heifit Autoregressiver Prozef erster Ordnung, AR/[1].

FOLIE AR1

e Formal: Bedingte Wahrscheinlichkeit p(x(i)|x(i — 1)) fir (die ZV) (1)
gegeben die Zahl (Realisierung) x(i — 1):

1 _ (e —ax(i-1))>
(& 202

p(x(i)|z(i = 1)) =

2ro

e Fiir seine Varianz folgt mit:

(2*(i)) = ((az(i — 1) + o¢€(i))?)
Auf Grund von Stationaritdt und Orthogonalitét:

2

Tl

(@*(i))

e Da
(2*(7)) > o

Autoregression nimmt Energie von €(i) auf.

e Seine Autokorrelationsfunktion AC'F(7) lautet (vorrechnen):

ACF(T):W—_T»:J >0
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Bedenke: a < 1, also zerfillt die AC'F exponentiell.

Merke:

FEs gilt allgemein fir AR[p] Prozesse, daf die ACF die Prozefiparameter
eineindeutiq festlegt.

Bemerkungen:

e Name " Autoregressiv” ist historisch bedingt in Unterscheidung von
"moving average”, siche Kapitel 4.2.2.4.

e Alle dynamischen Prozesse sind autoregressiv.

e 7 Autoregressiv’ meint ”Linear autoregressiv mit Gaufischem Rau-
schen”

4.2.2.2 AR|[2] Prozess

(1) = ayz(i — 1) + asx(i — 2) + €(1)
ergibt mit:

ay = 2cos(2m/T)e V"

s _6—2/7'

einen stochastisch getriebenen, geddmpften Oszillator der Periode 7" und Re-
laxationszeit 7. Zeitdiskrete Version von & + vz + woxr = 0

FOLIEN AR[2]
e Mischungseigenschaften AR[p] Prozesse:

or=Ap" 0<p<1

exponentiell ¢-mischend
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e Lineare Gaufische Prozesse sind multivariat gaufiverteilt, Buckel in der
Mitte. Beispiel fiir Loch in der Mitte ist der van der Pol, der nichtlinear
ist.

FOLIE dazu

e (Gauflsche) AR-Prozesse sind zeitumkehrinvariant [320], da die ACF(7)
die Parameter eindeutig festlegt und da die AC'F' symmetrisch ist:

ACF (1) = (z(t)x(t+7)) = (z(t+71)x(t)) = (z(t)x(t—7)) = ACF(-7)
"x(t) = ax(t + 1) + €(t)”

FOLIE AR[2] PROZESS umdrehen

Ubung;:
Fiir welche Parameter a,,a,; sind AR[2] Prozesse stationér ?

4.2.2.3 Partielle ACF
Seien Z; Zufallsvariablen (ZV).

e Betrachte:

Best linear predictor:

mit «; aus:
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Die PACF ist definiert:

PACF(1) = Corr(x(i),z(i — 1)) = ACF(1), firr =1

PACF (1) = Corr(x(t)=Pe,_,,..zp_r i (@(t), x(t+7) =Py, oo r (2(t=T7)))

PACF(7): Korrelation zwischen z(¢) und z(t — 7), wenn man die
Information der z(t — 1), ..., z(t — 7 + 1) herausprojiziert.

Betrachte AR[1] Proze8:

z(t) = ax(t — 1) + €(t)

T=1
PACF(1)=a
T > 1:
P$t717---,117t7-r+1(x(t)) = aa:(t - 1)
und

P$t717---7$t77'+1 (I‘(t - 7—)) - aa:(t -7+ 1)

Damit fiir 7 > 1 :
PACF(t) = Corr(z(t) —ax(t+1),z(t = 7) —az(t — 7+ 1))
= Corr(e(t),e(t+71))
— 0

Allgemein fiir AR[p]-Prozesse:
— PACF(r)#0fir 7 <p
— PACF(r)=0firT>p
— Ein Testproblem

(1a8t sich auf nichtlineare Prozesse verallgemeinern)

Bemerkung: Uber diesen Weg kann sich die Ordnung des AR-
Prozesses bestimmen lassen. Wird an den AR-Prozess ein Modell mit
der richtigen Ordnung angefittet, so ist der Rest unkorreliertes Gauf3-
sches Rauschen.
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4.2.2.4 Moving average (MA[q]) Prozesse

i) = 3 byl - 3)

Werden wichtig beim Kapitel Filterung
Autokovarianz:

AN b <
ACF(T) — { 8 E]:O bjb]+k :;Z

mit b; = 0 fiir j > gq.
MA|[q]-Prozesse:
o ACF(1)=0fiir 7 > ¢
o PACF(1)#0Vr

e FEin Testproblem

Bemerkung: Uber diesen Weg kann sich die Ordnung des M A-Prozesses
bestimmen lassen. Dabei wird die entscheidende Information iiber die AC'F
vermittelt.

4.2.2.5 ARMA-Prozesse
Kombination von AR(p) und MA(q) liefert ARMA((p,q)-Prozesse:

2(0) = S aja(i — ) + 3 byeli — ) + el

j=1
Hat man einen gesampelten kontinuierlichen AR|[p] Prozess, so ergibt sich im
diskreten ein Zustandsraummodell, sieche Kap. 6.5.

Bemerkung: Fiir ARMA-Prozesse ist die Bestimmung der Ordnung iiber
ACF /PACF nicht moglich.
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4.2.2.6 Invertierung von AR Prozessen

x(i) = ax(i — 1) + €(7)
Betrachte Backshift-Operator:

B(x(i)) = x(i — 1)
Damit wird aus AR[1] Proze8 :

(1 —aB)x(i) = (1)
o(i) = (i)
— S (@BY (i)

00
Jj=1

ein MA(o0) ProzeS.
Dieses geht unter schwachen Annahmen V AR[p] Prozesse und heifit Inver-
tierung.

Bemerkung: Die Eigenwerte eines stationdren AR[p|-Prozesses sind < 1.
Deswegen ist ||aB|| < 1. Damit funktioniert die Invertierung, d.h. die geo-
metrische Reihe konvergiert.

Analog lassen sich MA[q] Prozesse als AR[oo] Prozesse schreiben.
Aber: Es gibt verniinftige MA[q] Prozesse, die sich nicht invertieren lassen.

Allgemein giiltige Folgerung: Hat man die falsche Modellklasse, braucht man
Prozesse co Ordnung zur Modellierung.

Falsches Modell = Ordnung = oo

4.2.3 Stochastischer van der Pol Oscillator

i=p(l—a®)i—x+e, > 0. (4.2)

i‘lzxg

fy = p(l—a]) oy —x1+e€ |
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4.2.3.1 Kleiner Exkurs: Stochastische Integrale
T = —ax+ o€
t+h t+h
Tipn = Ty +/ —az(t')dt' + 0/ e(t)dt'
t ¢
Aber was ist ein Integral iiber €, 77

e Betrachte:

t+h
/ (&7 dt/
t

Macht weder im Riemann- noch im Lebesgue-Sinn Sinn.

e Beobachtung:
Ergebnis des Integrals ist Brownian Motion (BM)

e BM in diskreter Zeit (At = 1) ist:
z(t+ 1) = z(t) + oe(t) z(0) =0, e~ N(0,1)
e Da Varianzen additiv, gilt
(2%(t)) = o*t, (x(t)) =0, sowieso

x(t) ist Zufallsvariable mit Mittelwert 0 und Standartabweichung o/t

e DEFINIERE:
t+h
/ (7 dt/ = \/EEt
t

e Bemerkung: Die Mathematiker drehen es herum.

1. Definiere zeitkontinuierliche Brownian Motion

2. Definiere 7€’ als Zuwéichse der Brownian Motion

Ito und Stratonovich-Verfahren (s. Kapitel 6.8):
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e fiir additives Rauschen identisch

e fiir multiplikatives Rauschen unterschiedlich

Damit Euler-Verfahren fiir # = a(x) + b(x)e (nach Ito)

Tiyh = Tt + &(.Tt)h + b(.fEt)Et\/ﬁ

Hohere Ordnung i.a. sehr schwierig, da komplizierte stochastische Integrale,
siehe [125].

Exkurs Ende

Auf Grund des Rauschterms e konnen stochastische Differentialgleichungen
nicht mit Verfahren hoher Ordnung integriert werden [162, 163].
Euler-Verfahren fiir stochastischen van der Pol:

z(t+0t) = x1(t) + ot xo(t)
To(t+0t) = @o(t) + 0t (u (1 — 22(t)) 2o (t) — 1(2)) + Vot ()

Auf Grund der geringen Ordnung des Verfahrens muf i.a. der Integrations-
schritt 0t viel kleiner gewahlt werden als der Samplingschritt At [286].

FOLIE SVDP
(Nichtpathologische) stochastische Prozesse sind immer mischend.

Ubung :
Realisierung von AR[p] und stochastischem van der Pol- System

4.3 Exemplarische Datenséatze

4.3.1 Sunspots

e Die Magneto-Hydrodynamik der Sonne produziert einen 22 jéhrigen
Zyklus der Sonnenaktivitit, dessen Extrema zu fleckenhaften Verdunk-
lungen der Sonnenoberfliche in etwa elf-jihrlichem Rhythmus fiithren
[272].
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e Die Sonnenflecken Zeitreihe besteht aus jahrlichen Mittelwerten, in die
professionelle und hobbymaéssige Beobachtungen eingehen. Beobach-
tung seit ca. 1700 durchgehend.

e Charakteristische Eigenschaft: Asymmetrie up and down, aber siehe
[217], Vorverarbeitung wichtig !

e Leseempfehlung: G.U. Yule: On a method of investigating periodicities
in disturbed series, with special reference to Wolfer’s sunspot numbers
[332] die Entwicklung der AR Modelle.

3 FOLIEN Sunspots

4.3.2 Canadische Luchse

Anzahl der in den Jahren 1820-1936 in Kanada gefangenen Luchse.
FOLIE Canadische Luchse

Auf Grund von Tierschutz seit 1936 keine Fortsetzung der Reihe

4.3.3 Southern Oscillation Index

Im Siidpazifik gibt es eine Klimaschaukel, die mit einer Periode von 3-6 Jah-
ren fiir extremes Klima von Australien bis Amerika sorgt. El Nino.

FOLIEN SOI

Problem aller Datensétze: Zu kurz, um sich zu wehren

Es kann kaum eine Hypothese verworfen werden (keine Power).
Vorgeschlagende Modelle fiir SOI

e Linear stochasischer Oscillator [48]

Chaos [116] Dy = 1.7 :-) [304]

Self organized criticality, Long range dependency 8]

Antipersistenz [11, 194]

Delay Differential Gleichung [298]
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Fiir Sonnenfleckendaten: Alles, wo gibt.

Alle diese Prozesse sind nicht (streng/schwach) stationér. Aber erinnere Di-
lemma IIT : Fiir welche Frage macht welches Ausmafl der Verletzung wieviel
aus 7 Siehe z.B. [285].



Kapitel 5

Spektralanalyse

Literatur:

e M.B. Priestley Spectral Analysis and Time Series [227].
Der mathematische Klassiker No.1

P.J. Brockwell, R.A. Davis Time Series: Theory and Methods [36].
Der mathematische Klassiker No.2

R.H. Shumway and D.S. Stoffer: Time Series Analysis and Its Applica-
tion [267]

D.S.G. Pollock A Handbook of Time-Series Analysis, Signal Processing
and Dynamics [223]

J. Honerkamp Stochastic Dynamical Systems [125] Kap. 13.3
Kondensierte Darstellung fiir Physiker

5.1 Autospektrum

' ALLES IMMER NUR BIS AUF NORMIERUNG !!

5.1.1 Theorie im Unendlichen

Erinnere Harmonischen Oszillator:
¥ = —wor, x(t) = Acos(wot)

25
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Spektrum :
S(w) = |/dt e “r(t)]* = A%0(w — wy)

Betrachte stationéren zeitdiskreten Prozef z(t), t € Z
Sei
N

. 1
f(w) = ]\}1_{1100 QW tz:N

seine Fouriertransformierte.
Dann ist das Spektrum

efiwt‘x(t)

S(w) = (If(@)*)
Wegen

(f@)F) = (flw)f W)

1 N o
= lim ——( Y a(t)z(ts)e ")

tip, T

gilt auch
1 .
S(w) = P ZACF(T){W ,
T
was die Definition der Mathematiker ist.

Die Fouriertransformation ist unitér (alle Eigenwerte= 1, d.h. keine unter-
schiedliche Gewichtung der Fourierkomponenten), d.h.:

/ S(w)dw = Var(z(t))

Spektrum ist ”Varianz pro Frequenz” Darstellung des Prozesses.
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5.1.1.1 Spektrum von weiflem Rauschen

e Weifles Rauschen:

e Fouriertrafo:
flw) = E —iwte —1 n, n~ Nc(0 o?)
Qf AV R ’

mit unabhéngigem Real- und Imaginéarteil.

e Beachte: f(w) ist Zufallsvariable

e Spektrum:
s o O
@) = (f@P) = T
Bemerkung: Betrachte [S(w)dw = Var(z(t)) fur weiles Rauschen:
[S(w )dw—f%dw—a = Var(z(t)).
5.1.1.2 Spektren von AR[p] Prozessen
Definiere Backshift-Operator:
B(x(t)) = z(t — 1)
Sei
@) = < 3 el
27TN t=1
(Normierung fehlt ab jetzt) dann ist
N

M=

N
Ze zth —

t=1

et —1)=e ™D e ™a(t) = e f(w)

t=1

~~
Il
—

Allgemein durch Induktion:

> e M BHa(D) = e ()

t=1
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AR|p] Proze8:
p .
a(t) =Y a; B’ (x(t) = €(t)
j=1
Fouriertrafo:
p ..
F@)(1 =Y ae ) = ¢
j=1

Spektrum:

_ oy _ L o

San) = 1) = 5o s i

Polynom im Nenner fithrt zu Peaks im Spektrum des AR-Prozesses

Wichtig:
Spektrum von AR|p]-Prozess ist glatt.

ZEICHUNG AR[1], AR[2] Spektren

Glattheit gilt auch

e fiir alle nichtlinearen stochastischen Prozesse.

e fiir alle chaotischen Prozesse, bis auf eventuell einzelne Frequenzen.

Allgemein: Das Spektrum ist immer glatt, wenn die ACF zerfillt.

e Gilt, wenn der Prozess vergeflich, also mischend ist. In der Regel sind

alle stochastischen und chaotischen Prozesse mischend.

e “Beweis”:

Wenn ACF zerfillt, z.B.

ACF(7) = cos(twy) e/

dann geht Produkt im Zeitraum iiber in Faltung im Frequenzraum:
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S(w) = 6w — wp) * e w/e ,

da die Fouriertransformierte einer Gauf3-Funktion wieder eine Gaufl-
Funktion ist, hier also FT(e~7"/¢) = e="/¢ bis auf Normierung.

e Ein dhnliches Argument gilt fiir jedes Zerfallsverhalten.

2 1/7
—t/T\ _
P =\ o v

Alle Frequenzen sind sofort bevélkert, das Spektrum also glatt.

Kompaktschreibweise:
AR-Prozef:
¢(B)a(t) = e(t)
mit
(2) =1 — a1z — axz® — ... — a,z”

Dann lautet das Spektrum

o? 1

) = g o

5.1.1.3 Spektrum Moving Average Prozef3

q
X(t) =D _bje(t — j) = O(B)e(t)
=0
mit
O(2) =1+4+biz+byz® +...+ 27 (0.B.dA. :by=1)

Analog zu oben:
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Fw) =3¢ alt) = 3 (Bl

t=1 t=1

folgt:

0.2 e efiw 2
Susale) = 21O

Polynom im Zéahler: MA macht dips im Spektrum

Zusammen:
0_2 ’@(6_iw)’2
S =
Amial) = o ot
Die Funktion:
B @(efiw)
p(e=™)

heifit Transfer-Funktion des Systems. Sie beschreibt, was aus WN im spezi-
ellen oder sonstigem Input i.a. wird.

Bemerkung: Es gilt: S = H*o? H fiir alle Prozesse, die sich mit einer
Transferfunktion darstellen lassen.

Wertet man

©(e™™)]
H| = 7=
|[¢(e=)]

nicht nur auf dem Einheitskreis e* sondern auf der ganzen komplexen Ebene
aus, spricht man von der z-Transformation. Diese macht Pole und Nullstel-
len explizit sichtbar. Ndhe zum Einheitskreis bestimmt ”Durchschlagskraft”
(erinnere ”Resonanzen” in der QM).

ZEICHNUNG Z-TRAFO
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5.1.1.4 Diskret vs. Kontinuierlich Part I

Das Spektrum eines AR[1] Prozesses war:

g 9 o? o?
=< >— = ) 5.1
(@) ()l 1 —ae ™2 1+ a®> — 2acos(w) (5:1)
Fiir den kontinuierlichen Fall
T=—ar+e, (5.2)
bestimmt der Parameter o die Relaxationszeit 7 durch:
1
= —. 5.3
= (53)
Das Spektrum ergibt sich aus:
/e’i“’t Tdt = —a / e ™ xdt + /e*"“’t edt (5.4)
Partielle Integration und Sortieren fiihrt zu:
[ e ™he(t) dt
= 5.5
flw) =10 (55)
und
2
S — . 5.6
@) x 57— (56)

Der Zusammenhang folgt aus der 1.0rdnungs-Néherung des diskreten Mo-
dells an das kontinuierliche.

a=1-Ata. (5.7)
Néhert man den Nenner in Gl (5.1) in 2. Ordnung und nutzt Gl. (5.7), ergibt
sich

1
1+a2—2acos(w)%a2+w2—aw2—6(1—oz)w4+... . (5.8)

FOLIE AR1 KONTI-DIS

Die Differenz zeigt sich im Hochfrequenten.

The difference between the spectra of discrete and continuous time proces-
ses shows up whenever a sampled continuous time process is modeled by a
discrete time model and spectra are calculated from the fitted parameters.
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5.1.1.5 Cramér Darstellung

Die Fourierdarstellung

flw)y= > e ™u(t)
t=—0o0
148t sich auch umdrehen:
x(t) = Y e'f(w)

Dies heifit Cramér-Darstellung eines Prozesses.

e Nun ist f(w) das zu Grunde liegende und z(t) das abgeleitete.

Statt f(w) wird i.d.R. die Bezeichung dZ(w) (”increment process”)
gewahlt.

e Fragen:

1. Welche Eigenschaften mufi ZV dZ(w) haben ?

2. Welche Eigenschaften von dZ(w) liefern welche von x(t) ?

Ad 1. Soll der Prozess xz(t) stationér sein, so gilt mit t, = ¢; — 7:

(flw)f (w2)) = (3 a(t)a(ta)e ™ e")

t1,t2
= Y (a(t)a(t - 7))e e e

Tt

= Y ACF(1)e ™ *7§(wy — w1)
= S(w1)d(wy — wy)
also
<dZ(u)1)dZ*(WQ)> = S(w1)5(w2 - wl)

dZ(w) muf} orthogonal sein.

Drum heif3t er auch ”orthogonaler Inkrement Prozef3”.
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Inkrement-Prozess weil:

F) = [ 2wz @)
Flw+dw) = F(w)+ (dZ( )dZ*(w))
Ad 2. Die ersten nichttrivialen Abhéngigkeiten bestehen zwischen den

Frequenzen (wy,wqs,w3 = w; + we) und werden durch das
Bispektrum(wy, ws)

BiSpe(wl, w2) = Z 0(7—17 7-2)e*i(w171+w27'2)

mit
c(m1, 1) = (x(t)x(t + 7)x(t + 72))

beschrieben.

Analog:
BiSpe(wr,ws) = (f(w1) f(w2) f* (w1 + wo))

e Fiir lineare Prozesse ist das Bispektrum 0 (GauBscher Fall) oder kon-
stant (nichtGauBscher Fall). Fiir lineare Gaufische Prozesse sind alle
hoheren Korrelationen der dZ(w)s gleich 0. Dieses definiert lineare Pro-
zesse. Superpositionsprinzip.

e Nichttriviales Bispektrum bei quadratischen Nichtlinearitdten. Weite-
res, siehe unten.

Bemerkung:

Deterministische Oszillatoren haben perfekt korrelierte Fourierkomponenten
(Fourierreihe). Anfangswerte werden nicht vergessen, gehéren zum Prozef,
sie sind nicht stationér.

Satz:
Jeder nichtpathologische mischende (deterministische oder stochastische)
Prozef3 148t sich durch

[e.o]

z(t)= D e fw)

w=—00
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durch spezifische Wahl der Korrelationen hoherer Ordnung von dZ(w) reali-
sieren. Zu jedem Spektrum lasst sich also ein linearer Prozess finden mit dem
gleichen Spektrum. Jeder Prozess ist als Summe von harmonischen Prozef3
darstellbar, d.h. harmonisierbar.

Periodisch korrelierte Prozesse [133]

Andere Bezeichnungen: Cyclostationér, periodisch stationér

In der Rechnung zur Unabhéingigkeit der Fourierkoeffizienten ging
die vorausgesetzte Stationaritdt dadurch ein, dafi die ACF(¢,7) als
ACF(7) geschrieben werden konnte.

Betrachte periodisch korrelierte Prozesse, siehe Seite 35 mit

ACF(t,7) = ACF({t+T,7), T =21/

Beispiel:
Gibt es einen Jahresgang in der Dynamik des Wetters 7 [26]

2k

<f(W1)f*(W2)> = S(wl,w2)5(w2 — w1 + T> S(wl,wg) eC

Die periodische Zeitabhéngigkeit der ACF bewirkt Korrelationen der
Fourierkomponenten

21k
(w1,wq), Mit w; = wy + %, ke Z,

also genau auf Nebendiagonalen (daher ”periodisch korreliert”).

5.1.1.6 Wiener-Khinchin Theorem
(Physiker Version)

Erinnere:

S(w)=> e ™TACF(7)

Gegeben ACF () (eines stationdren) Prozesses, wie sieht das Spektrum
aus.



5.1. AUTOSPEKTRUM 65

e Wann aber ist ACF(7) die ACF eines stationédren Prozesses?

Betrachte:

F(w) = /_ “:r dw S(w) = /_ “; < dZ(W)dZ* (W) >

die spektrale Verteilungsfunktion.

e Wiener-Khinchin Theorem:

Wenn F(w) beschrankt ist, dann ist

s

ACF(7) = /

—T

et dF(w) (: /_7; ei‘”tS(w)dw>

die ACF eines stationiaren Prozesses.

(Achtung: Steht in vielen Physiker-Biichern falsch)

Korollar:

Divergiert S(w) o< 1/w®, o > 1 ist der Prozess instationér.

5.1.1.7 Zerfallsverhalten von Spektren

[270, 269]
Nur fiir mischende Systeme interessant

5.1.1.7.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen
Da mischend = chaotisch

e Ist x(t) differenzierbar, seine FT f(w), so ist die Fouriertrafo von & =
iwf(w), da

/dte_mj:(t) = iw/dte_iwtx(t) = iwf(w)

e Da 7 existiert, mu f(w) schneller zerfallen als w™! damit die Inverse
von iw f(w) existiert.
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e Fiir C'! Funktionen mufl das Spektrum also schneller als w2 zerfallen,

fiir C*° schneller als jede Power von w™1.

e Betrachte

/ dt ez (t)

Setze z(t) analytisch ins Komplexe fort

Residuensatz:

_ ORpW, Pk ,—ThW
=Y Cpe"*“wlke
k

mit C, pr singularitits-spezifische Konstante p iiblicher Weise= —0.5.
ok, T, Real- und Imaginérteil der Singularitét.

Fiir grofle w trdgt nur Singularitdt mit kleinstem 73 bei.
(N.B.: 7 & Az, Wobei Apqp der grofite Lyapunov-Exponent ist.)
Also:

Sdet x w2p6727w

i.w. exponentiell.

5.1.1.7.2 Stochastische Differentialgleichungen - Langevin Glei-
chungen

e Hat man:

i = f(2) + g(a)e

so ist fiir grofie w das Spektrum fiir & flach, da f(x) niederfrequente
Dynamik produziert.

Bemerkung: Diesen Typ von Gleichungen bezeichnet man als Lange-
vin Gleichung.

e Eine Integration gibt im Spektrum einen Faktor w2

e Spektren stochastischer Systeme m-ter Ordnung zerfallen also mit

—2m
Sstoch X w
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5.1.1.7.3 Beobachtungsrauschen Hat man Beobachtungsrauschen

T = f(z,€)
= x4+, an(O,aQ)

so gilt

2
o fiir grofie w

Sw) =3

Macht obige Betrachtungen héufig nicht anwendbar.

5.1.1.7.4 Nichtlineare Oszillatoren

Nichtlineare Oszillatoren sehen i.w. so aus:

.. . 2
F=uf(r, ) —wiz
erinnere van der Pol:

i =p(l —2*)i —wiz

e Naive Storungstheorie geht nicht durch, fithrt aber zum qualitativ rich-
tigen Ergebnis :-)

e Beispiel van der Pol:
ro = coswyt eingesetzt, ergibt einen Term cos?wyt sinwyt also i.w.

cos? wot.

e Das heifit, die erste hohere Harmonische ist beim 3-fachen der Grund-
frequenz, die weiteren beim 2n — 1-fachen.

e Beispiel Rossler:

Bilineare Nichtlinearitiat: Hohere Harmonische bei allen Vielfachen der
Grundfrequenz.

e Spezielle Art der Nichtlinearitét sieht das Spektrum nicht.

e Formal richtige Stérungstheoriemethoden [207]: Lindstedt-Poincaré,
Harmonische Balance, Methode der Multiplen Skalen
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5.1.1.8 Fractional Brownian Motion

[183, 252]
Betrachte Prozel mit der Eigenschaft:

plzlaty), ... x(aty)) < plaz(ty),... a"x(t,)), 0<H <1
Remarks :

e Anderung der zeitlichen Skala entspricht Anderung der réumlichen Ska-
la: Selbstéhnlich

e H nach Hurst [134]

"e(t) £ tTx(1), t>1

z(0) =0, wegen x(0) = z(0t) = 07x(t) : —)

< 2%(t) >=t* < 2*(1) >, 0< H < 1 darum: FBM, BM: H=0.5

o [hre ACF lautet mit Hilfe der Grafen von Binomi

ACFrpu(tity) = < x(tl)x(tg)
_ % (< 2%(t) > + < 2(ts) > — < (a(t) — 2(t2))* >)
= S (<2 >—|—<x(t2)>—<(:v2(t1—t2)>)
- % (B + 81—t — M) < (1) >

Betrachte Inkremente:

y(t) =zt +1) —x(t), y(0)==2z(1)

sind stationér, heiflen Fractional Gaussian Noise
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ACFFGN(T) = <y(0)3/(7) >
= <z()(x(r+1) —2(1)) >
AOFFBM(LT + 1) - AOFFBM(l,T)

_ % ((7’ + 1)2H _9g2H + (7_ . 1)21{)

1
O<H<§ ACFpgn(T) <0 fur 7 #0

1
§<H<1 ACFFGN(T)>O

1
Hzi WN

Es gilt:

ACFren(T) ((7’ +1)2H —272H 4 (7 — 1)2H)
Ar*H

2H(2H — 1)7*H=2

Q

ACFpan(T) zerfallt nur algebraisch, also nur mit einer Potenz und nicht
exponentiell wie z.B. AR[p] Prozesse.

0<H<?2:
o

Z ‘ACFFGN(T)‘ < 00, ZAOFFGN(T):O

T=—00

letzteres heif3t:

ACFFGN(O) = -2 Z AOFFGN(T)

T=1

Harte unnatiirliche Bedingung, kleinste Anderungen #ndern Struktur
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e Heiflt "negative dependence”.

Wichtiger: % <H<1:

o ACFren(T) — 0 fiir 7 — o0, aber

Z ACFFGN(T) = X

T=—00

Heif3t: ”"Long range dependence” im Gegensatz zu den handelsiiblich
exponentiell zerfallenden ACFs.

Bei short range dependent:

Z ACFSTd(T) < 0

T=—00

Diskussion: Lange exponentielle Zerfallszeiten vs. long range dependent

e Auswirkung: Zentraler Grenzwertsatz gilt nicht mehr. Man muf3

betrachten, um einen verniinftigen Limes zu bekommen.

Aus ACF folgt Spektrum:

o T
S(w) /’7’2H 2emdr, x=Tw, T=—, dT =

_ wleH/x2H72efzxdx

= const w21
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ZEICHNUNG Spektren 0 < H < 0.5, 05 < H <1
0 < H < 0.5 muB nach 0 gehen wg. S(0) =Y ACF(r1)

0.5 < H < 1: Spektrum divergiert (integrable, Wiener-Khinchin) fiir w — 0

e — Es gibt beliebig lange Perioden = Joseph-Effekt: 7 gute, 7 schlechte
Jahre [184]

e Nimmt man statt GauBiverteilten ZV, welche mit fat tails folgt:
Noah-Effekt: Extreme Ereignisse.

Fiir Geniefler: FGN Fixpunkt eines Renormalisierungsgruppenspielchens
Fiirs inverse Problem, see [185]

Andere Formulierung

5.1.1.8.1 ARIMA und FARIMA Prozesse
e ARIMA: AR integrated MA Prozesse
¢(B)(1 — B)z(t) = 0(B)e(?)
Einfacher Fall: Brownian Motion

(1= B)x(t) =€(t) = x(t) = z(t — 1) + €(t)

Bemerkung: Integration stammt aus Abhéngigkeit von z(t) von x(t —
1) mit Vorfaktor 1 — Prozess sammelt also gesamte Vergangenheit auf.

e FARIMA (Fractional ARIMA), d > —1,d€ R

¢(B)(1 — B)*a(t) = 0(B)e(t)
V?i=(1-B)= imBi

— Wenn d € (—0.5,0.5), dann dquivatent zu FGN mit d = H — 3
— Stellen ein explizites (lineares) Beispiel fiir FGN dar

— Vorteil der Formulierung: Man kann noch kurzreichweitige
ARMA-Prozesse einbauen.
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5.1.1.8.2 1/f Rauschen (Nichtbeinhalteter) Grenzfall zwischen FGN
und FBM

Integral des Spektrums divergiert fiir w — 0 und w — oo, aber nur logarith-
misch, d.h. man kann cut-offs beliebig weit rausschieben.

Frequently claimed:

Strom durch Widersténde [144, 259]
Ozeanische Stromungen

Lautstérke eines Radiosenders

Frequenz von Quarz-Kristall-Oszillatoren
Transistoren

Erdbeben aktivitat

traffic flow

Conference ”Unsolved problems in noise”

Reviews: [321] [156]
ACF-Zerfall: logarithmisch, irre langsam.
Zwei physikalische Modelle

Self organized criticality SOC [14]
System mit instabilem Fixpunkt, zu dem es langsam wieder hinl&uft

Beispiel: Plattentektonik & Erdbeben, Argument dagegen PRL Jun-
Aug 04

2D-Sandpile Modell:

z(z,y) € N, K eine Schwelle, fixed, entspricht Steigung des Sandhau-
fens.

Wenn z(.) > K, dann:

2(x£1ly) — zxxly) +1
2(zyyt1l) — z(r,y+1)+1
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"Riesele Sand drauf” und schaue, was vom Teller fallt.

Ubung: Darstellung der 1 ?
FOLIE aus Bak paper

1/f bei:
— Clustergrosse

— Inter-Lawinen Abstand

Shotnoise Proze83, exponentieller Shot, Zerfallszeit AR modulierte [154,
155, 253]

Uberlagerung von AR[1] Prozessen mit verschiedenen Zeitskalen. Kan-
didat fiir angebliches 1/ f Rauschen im Herzschlag [110] durch Einfluss
von Herzschlag, Atmen, Tag-Nacht-Rhythymus.

Andere Moglichkeiten [233]

Kritik: [330] Siehe auch comments on "Do Earthquakes Exhibit Self-
Organized Criticality?” R. Woodard et al. Phys. Rev. Lett. 93, 249801
(2004)

Siehe Kritik-paper zu El Nino Analyse [194]

”Programmierfehler” in originalpaper, siehe [100] und Ref. therein

Bemerkung: 1/f* heiit auch einfach 1/f noise.

Merke:

”Spektralanalyse = lineare Analyse”

Da das Spektrum die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion ist
und die ACF die Parameter eines linearen Prozesses eindeutig festlegt, ist die
Spektralanalyse eine "lineare Analyse”, deren Aussagekraft allerdings nicht
auf lineare Prozesse beschrankt ist.

S(w) <= ACF (1) <= Linearer Prozess (Struktur und Parameter)
S(w) <= ACF(r) <= Nichtlinearer Prozess (Struktur und Parameter)
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Fiir nichtlineare Prozesse: ACFs(7i,...,7,) und Spektren S(wi,...,wy)
hoherer Ordnung relevant.

Aber:
Was man alles im Spektrum sieht:

e QOszillationen

Ostzillator oder Relaxator(en)

Hohere Harmonische bei nichtlinearen Schwingern und Grad der Nicht-
linearitét

Varianz des Beobachtungsrauschen im Hochfrequenten

Stochastisch vs. chaotisch im Hochfrequenten [270, 269

1/ f* Rauschen

e Instationarititen (Beispiel: Run down von lonenkanal)

Nur fiir wenige nichtlineare Prozesse 148t sich das Spektrum analytisch be-
rechnen.

Ubung;:
Berechne das Spektrum der logistischen Abbildung bei r = 4

z(i+1) =4x(i)(1 — z(2))

5.1.2 Schitzung im Endlichen
5.1.2.1 Nyquist Frequenz

e Die hochste auflosbare Frequenz eines mit At gesamplten (abgetaste-
ten) Prozesses ist

1

T
Wy = AL oder fn, = AL

ZEICHNUNG
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e Fiir eine Zeitreihe z(¢) mit N Datenpunkte und einer Samplingrate von
1/At ist eine Auswertung der Fouriertrafo

1 X
= e e (kA
k=1

sinnvoll an den natiirlichen Fourierfrequenzen wy, :

fw)

_ ok 2w, N N
CNAC T T 2y

falls NAt = T die zeitliche Lénge der Zeitreihe ist.

Wk

e Da x(t) reell, gilt

fw) = f(-w)

und die Information der positiven Frequenzen reicht (Faktor 2 zur Va-
rianzerhaltung)

e Erhaltung der Freiheitsgrade

e Durch Abzihlen folgt: Alle f(w),w # wy sind durch Linearkombinatio-
nen der f(wy) darzustellen.

5.1.2.2 Zeitkontinuierliche vs. zeitdiskrete Prozesse

Vom zeitkontinuierlichem Prozefl zur gesamplten Zeitreihe:
Das Aliasing-Problem:

e Befindet sich im zeitkontinuierlichen Prozess Power oberhalb der Ny-
quist Frequenz, so wird diese im Spektrum des gesamplten Prozesses
an der Nyquistfrequenz “gespiegelt” unterhalb der Nyquistfrequenz auf-
tauchen.

ZEICHNUNG ALIASING im Zeitraum, Unterschied sin und cos bei
NyquistFrequenz

FOLIE Recipes
e Kennt man von drehenden Radern

e Darum: Analog Tiefpafifiltern vor Sampling.
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5.1.2.3 Wachstumsverhalten harmonischer peaks

Oder: Unterschied Fourierreihen und FT(Mischender Proze8)
Bei "richtiger” Normierung:

N/2 N
> 2wS(wr) = 2%(4)
k=1 i=1
e Periodische Prozesse: S(w) # 0 nur fiir endlich viele w
e Mischende Prozesse: S(w) # 0V w
Daraus folgt:

e Periodische Prozesse: S(w) o N

e Mischende Prozesse: S(w) = const

Statistikeinschub

e Schitzer Oy heiBt erwartungstreu, unverzerrt oder unbiased, wenn gilt

e Mitunter gilt dies nur asymptotisch, dann asymptotisch erwartungs-
treu, asympotisch unverzerrt, asymptotisch unbiased.

e Ein Schitzer © heifit konsistent, wenn gilt

Gy —0)"0

lim
N—oo
i.e. Bias und Varianz gehen mit N gegen 0.

5.1.2.4 Spektralschéitzer

Es gibt at least 5 verschiedene Typen von Spektralschéitzern.
Der hier Empfohlene beruht auf der Glattung des Periodogramms:
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5.1.2.4.1 Das Periodogramm
e Betrachte zuerst ARMA-Prozesse. Deren Spektrum:

@ eiwk 2
Sarma(wy) = W Swn(wk)
Le. betrachte Sy y(wi)

e Die Fouriertrafo von WN war:

flog) =D e ™ e(t) = (wi),  nlwr) ~ Ne(0,07)

1
23/ 1
e Spektrum war

S(wr) = {|f(wr)]*)

e |f(wr)|* hat extra Namen: Periodogramm

Per(wy) = | f(wi)]?
e Hoffnung: Periodogramm ist ein guter Schétzer fiir das Spektrum

e Da
Per(wy) = | f(wp)]* = (Re(f(wr)))® + (Tm(f(wy)))?

gilt fiir x(t) = €(t) :
Pery y(wg) ~ Xg

Bemerkung: Das Periodogramm ist also frequenzweise Chi-Quadrat-
verteilt mit zwei Freiheitsgeraden. Dies ist iibrigens eine Exponential-
verteilung mit Parameter 2.

e Fiir nichtweifle (i.a. nichtlineare) Prozesse hilft der Zentrale Grenzwert-
satz, und es gilt allgemein :

1
Per(wy) ~ 55’(@%))(3, wp # 0,7

unabhingig von N. (Fiir wy, = 0, m: Per(wy) ~ S(wi)x?, da nur cos(wyt)
beitragt).
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e Da
(x3)=2, Var(x3)=4  SD(x3) =2

ist die Standardabweichung des Periodogramms unabhéngig von N

Damit:
Das Periodogramm ist kein konsistenter Schitzer fiir das
Spektrum !

e Statt kleiner werdender Varianz des Schétzers erhilt man bessere Auf-
l6sung im Frequenzraum, i.e. mehr natiirliche Fourier-Frequenzen.

Leakage und Tapern:
Noch schlimmer:

e Die FT sieht die Zeitreihe z(t),t = 1,...7T als Ausschnitt einer unend-
lich langen Reihe y(t),t € Z:

z(t) = w,(y(t), wu(t) = { 1 if1<t<T

0 sonst
e Da Multiplikation im Zeitraum eine Faltung im Frequenzraum darstellt,

ist Spektralschéitzung ”verschmiert”, vor allem wird Power von Peaks
in Téler transportiert :

fo(wr) = Z fy(wk—l—i)fw(wi)

e Periodogramm ist (sogar) ein verzerrter Schitzer.

e Diesen Effekt nennt man wortmalerisch Leakage, er ist fiir w,(t) maxi-
mal schlimm.

e "Losung”: Wihle w(t), das sanfter verlduft, z.B. Bartlett window (Drei-
ecksfenster)

=l f1<t<T

0 sonst
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e Dieses nennt man Tapern.
BILDER Recipes p.547f

e Das resultierende Periodogramm ist mit

T

ST W)

Zu normieren.
Einschub fiir’s Gemiit:
e Warum sehen wir Schwingungen beim AR[1] Prozef§ 7
e Weil Spektrum im niegerfrequenten grofite Power hat ...

e ... und die x3-Verteilung dort irgendwo einen groften Wert annimmt.

ZEICHNUNG dazu

5.1.2.4.2 Schitzung des Spektrums durch Gliattung des Periodo-
gramms

Zentral:
Weil das (wahre) Spektrum glatt, kann man Spektren schétzen, in dem
man das Periodogramm gléittet mit Kern k;:

N

S(w;) = Z kijPer(wit;)

Dieses ergibt mit N — oo, h — oo, und h/N — 0 einen konsistenen
Schétzer.

BILDER Folienfilm

e Die Anzahl der Freiheitsgrade ist :
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2
V==

Yk

e Beachte: Durch die Multiplikation mit dem Taper-Fenster werden be-
nachbarte Frequency bins korreliert.

e Das dndert die effektive Anzahl der Freiheitsgrade weiter:

2
q27 92221‘%27 614:2:7%4

q4 Z?f_h k2 ’
e Fiir Statistik bei getaperten Daten, siehe [317, 59

5.1.2.5 Alternative Spektralschéitzer:

5.1.2.5.1 (i) ACF Fourier transformieren
Greife zuriick auf Mathematiker-Definition:

=3 e T ACF (1)
Schétzer der ACF(T)

?

1
NoderN_T

e Naheliegend ist es (Annahme < z >=0)

ACF

N TZx t—i-T

zu definieren.

e Dieser Schéitzer ist unverzerrt, aber hat fiir grofie 7 eine grofle Varianz.
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e Nun gilt V ¢-mischenden Prozesse

lim ACF(r) =0

T—00

Der Schéatzer:

N-—1

:1: t+T
t=1

1
ACF(r) = —
¢ N

hat eine kleinere Varianz, ist verzerrt, aber in die "richtige” Richtung,

da ACF fiir 7 — grofl gegen 0 geht.

e Vor allem ist er positiv definit, was der erste nicht ist. D.h. Fourier-
transformation vom ersten kann negative Werte ergeben, was wenig
sinnig iss.

o M.K.z.: ACF(r) ist konsistenter Schiitzer.

e Aber die geschitzte ACF hat (schon fiir lineare Prozesse) eine kompli-
zierte Korrelationsstruktur ihrer Schétzfehler:

((ACF(n) — ACF(r1))(ACF (1) — ACF (7)) =
% S ACF(k + 1) + ACF(k — 71) — 2ACF(1) ACF (k)}
TUACE(k 1)+ ACF(k — 1) — 2ACF(r) ACF(k)}

ZEICHNUNG ACF(7) und ACF(7) von AR[2]

95 % Konfidenzintervall fiir WN

1
+1.96——0"
VN
Ubung;:
ACF-Schitzung
Berechne die Autokorrelationsfunktion fiir einen AR[2] Prozefl mit 7" = 20
und 7 = 100 bis zum lag 500. Was fallt auf ?

Spektralschéitzung:
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e Fourier-Trafo der empirischen ACF ergibt das (x3 zappelnde) Periodo-

gramm:
M
Slwy) = > e TACF(1) = Per(wg)
7=0

obwohl die geschiitzte ACF eine (relativ) glatte Funktion ist.

e Erkidrung: Der Punktweise Schétzfehler ist O(1/N), aufsummiert gibt
das NO(1/N) = O(1) Schwankungen im Fourierraum.

e Schitzen durch Abschneiden:

— Wiéhlt man ein Fenster W (7), das fiir 7 — oo schnell genug gegen
0 geht, so ergibt:

M - h
S(w) = S e W(r)ACF (1) = Y kjPer(wii;)
7=0 j=—h

einen konsistenten Schatzer

— Hat W(7) endlichen Tréger [0, M],M < N, hat, so muf die
ACF(7) nur bis lag M ausgerechnet werden. Gesamtrechenauf-
wand O(MN), statt O(N?) wie bei Periodogrammansatz mit nai-

ver F'T.
Methode der Wahl vor Erfindung der Fast-Fourier-Trafo
(O(NlogN)).

e Glattung des Periodogramms entspricht Multiplikation der ACF.

e W (7) und k; héngen iiber FT zusammen.

Vorteil der kj-Formulierung: Man sieht direkt, was man tut.
5.1.2.5.2 (ii) Periodogramme mitteln

e Unterteile Zeitreihe in L Stiicke

e Mittlere deren Periodogramme
Sei M = N/L

Pery(wp) = | e ™ta((l — 1)M +t)|?

M=

.
Il

1
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e Aquivalent dazu, das Periodogramm der Gesamtreihe mit einem Recht-
eckfenster der Breite 2h + 1 = L zu glétten.

e Diskussion der Frequenzauflosung.

Ausflug: Spektralanalyse chaotischer Prozesse

5.1.2.5.3 (iii) Multi tapering [282]
Das Tapern mit einer Funktion wie

w(i) =1-—

i — %N}
)

3V
vernichtet Information der Randpunkte, die an sich nicht schlechter sind als

die Punkte in der Mitte der Zeitreihe.
Die obige Strategie:

e Tapern

o T

Periodogramm

Schétzen durch glatten
kann deswegen ersetzt werden durch:

e Tapere die Zeitreihen mit orthogonalen Funktionen v,(i), ergibt z;(i).
e FT;(wy) der einzelnen Ergebnisse (sind unabhaiigig voneinander)
e Periodogramme der einzelnen FTs

e Schitzen durch Mitteln der Per;(wy)

Optimale Taper hierfiir
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o U;: Discrete prolate spheroidal wave functions

FOLIE Thomson Taper
e Aber entsprechende Siniisse gehen auch.

Erhaltung des grundsétzlichen Problems:
e Varianzreduktion vs. Leakage

Schone Darstellung;:
http://www.ms.washington.edu/~s520/chpt-07/chpt-07.ps

5.1.2.5.4 (iv) AR-Spektralschitzung
e Fitte AR[p| Prozef an die Daten, siche Kap. 6.2.
e Rechne zugehoriges Spektrum aus.

e Vorteil: Kann beliebig nah benachbarte peaks auflosen, was
Periodogramm-Glétter nicht kann.

e Hype der 70er Jahre [47].

e Problem:

Was passiert wenn AR Modell nicht pafit ? Nichtlinearitdt, Beobach-
tungsrauschen, ...

e "Losung” :

Uberparameterisierung. Schafft die Probleme, die man eigentlich 16sen
wollte.

e Fiir Ordnung p = Anzahl der Daten N ergibt das AR[p]-Spektrum das
Periodogramm

e mit N — oo, p — oo p/N — 0 gibt das konsistenten Spektralschitzer
Synpose des Erhaltungssatzes des Problem:

e Periodogramm gliatten: N — oo, h — o0, h/N — 0
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e ACF fenstern: N — oo, M — 0o, M/N — 0
e Periodogramme mitteln: N — oo, L — oo, L/N — 0

e AR-Prozesse anpassen: N — oo, p — 00, p/N — 0

Kein Entkommen, No Free Lunch !

5.1.2.5.5 (v) Whittle Schitzer [325]
Statistikeinschub:
Maximum Likelihood Schéatzer:

e Hat man ein parametrisiertes Modell:

Yi = y(mh CL) té6
induziert dies eine Wahrscheinlichkeit p(y;, z;, a).

e Diese Wahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit der Parameter heifit
Likelihood. Im hiesigen Falle:

N
L(y17 s YN, T 7'TN‘&) X Hp(yhxz‘&)
=1

da y; nur von x; und ¢; abhingt. Die Likelihood ist formal keine Wahr-
scheinlichkeit, e.g. keine Normierung.

Die absoluten Werte haben keine Bedeutung. Relative Werte kénnen
zur Modellselektion, siehe Kap. 8 dienen.

e Im Falle Gaullverteilter Fehler:

L(yi, ..., ynla) 1:[1 {exp {—% <w>

0;

Ay} (1)

Maximierung von (t) entspricht Minimierung des negativen Logarith-
mus von (1):

L

2
Pt 20;

ergibt x? Fitting.
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Hat man eine parametrisierte Form des Spektrums in Abhéngigkeit von
Parametern des Prozesses, wie z.B. bei FARIMA Prozessen, ergibt sich

N/2
1
L(Per(wy), ..., Per(wys);a) = [[ =——e Per@n)/Stora)
/ k:l;[() S(wk7 CL)

Bemerkung: Eine y?-Verteilung mit zwei Freiheitsgeraden entspricht
einer Exponentialverteilung mit Parameter 7 = 2: 3 ~ e /2. Fiir
die Verteilung des Periodogramms an der Frequenz w gilt: Per(w) ~

2GS W)
Mit £ = —log(L)

N/2
L(a) = ]; log(S(wg,a)) + Per(wg)/S(wk, a) (5.9)

ergibt sich der Whittle-Schétzer.
Vorteil: Der Einflul von Beobachtungsrauschen 148t sich durch eine additive
Konstante in S(w, a) leicht beriicksichtigen.

Vorteil der empfohlenen Methode: Man kann datengetrieben die
Gléattungsbreite wihlen, siche [39, 289).

Besprechung von [289]
FOLIE FIG. 2, 3, 5

FOLIE QAT Fig. 1 Spektren immer logarithmisch plotten

5.1.2.6 Vertrauensintervalle fiirs Spektrum

Erinnere: Anzahl der Freiheitsgrade des Spektralschétzers (modulo Taperef-

fekt):

2

V= ————
R 2
D p W

Da x? Verteilungen additiv sind, ist a Konfidenzintervall fiir S(wy):
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(ué<wk> vS () )

Xo(@/2)" x3(1 = a/2)
Fiir groBe v geht das gegen GauBsche (i.e. symmetrische) Intervalle.

QAT FIG. 5 again (Quantitative Analyse von Tremorzeitreihen)

5.1.2.7 Lomb Spektrum
[226]
Alles bisherige setze voraus, dal die Daten dquidistant gesamplet sind. Im
Falle nichtaquidistanter Daten:
e verliert die Nyquist-Frequenz ihren eigentlichen Sinn

e sollte man nicht interpolieren

e den Algorithmus von Lomb verwenden:

[, x(t;) cos(w(t; — 7))]° n [ () sin(w(t; — 7))]2>

Per(w) < Y, cos?(w(t; — 7)) Y sin®(w(t; — 7))

mit

> sin(2wt;)

tan(2wT) = > cos(2wt;)

e Ist so, als wiirde man acos(wt) + bsin(wt) an die Daten fitten und
schauen, wie hoch der Anteil fiir ein bestimmtes w ist.

e Es gibt Fast Lomb Algorithmus O(NlogN).
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5.1.2.8 Test auf white noise

Statisikeinschub:
Test auf Vertréglichkeit einer empirischen mit einer theoretischen Verteilung
Kumulative Verteilung cum(x)

xT

cum/(x) :/ p(x') da’

—00

Empirische kumulative Verteilung cume,,,(x) basierend auf N Daten x;:
Sortiere die x; aufsteigend

CUM e (T) = %(Anzahl der z; mit ,z; < x)
Kolmogorov-Smirnov Test basiert auf Testgrofle
D = max lcum(x) — cumem, ()|
Verwandte Tests:

e Cramer von Mises: Testgrofle CvM mit

M = [[w(a) eum(x) — cume, (z))

o deWet-Wenter: Testgrole dWW mit
dWW = max |x1 — x|

wobei 1 = cum ™" (y) und x5 = cum_,,(y).

Vorteil KS-Test: Verteilung unter der Nullhypothese hidngt nicht von der
wahren Verteilung p(z) ab.
Ende Statisikeinschub

Anwendung aufs Periodogramm:

e Bilde das normierte kumulative Periodogramm

D3 Per(wy)

CP(w,) = with r=1,2 ... NJ2
kNﬁ Per(wy)
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e Vergleiche dies mit der Diagonale des weiflen Rauschens.
e Beachte:

— Das normierte kumulative Periodogramm (oder auch Spektrum)
erfiillt die formalen Eigenschaften einer Verteilungsfunktion.

— Aber nicht die Verteilungseigenschaften der Realisierung: x3 vs.
Poisson-Verteilung.

— Es geht trotzdem gut. CLT

FOLIE QAT FIG. 4

5.1.2.9 Test auf harmonische Komponenten

Gesucht: Harmonische Komponente in weilem Rauschen [260].
Wird viel in der Astrophysik gemacht

e Perioden von Doppelsternsystemen

e Rotationsfrequenz Schwarzer Locher

3 FOLIEN eps+amp™*sin, Perio

e Weiles Rauschen der Varianz o2:

1
Per(wr)/o® ~ X3 ~ 5e 72

bzw. fiir die kumulative Verteilung

z 1
p[(Per(wy)/o? < 2] = / dazrée*x/2 =1—e 2
0

e Das gibt a Quantil fiir einzelne Frequenz.

e Aber Dilemma IV: Multiples testen, da man jeden Frequenzbin an-
schaut.
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e Bonferroni Korrektur

v~ { g (Pertan | o

1<k<N/2

ply >z = 1-ply <z
= 1—p[(Per(w)/o* < 2, VK]
- 1- (1 o 672/2)]\7/2
e Nun ist ¢? i.a. nicht bekannt.

e Unter Hy kann man es aus den Daten schitzen. Der Schatzer der dies
beriicksichtigt, Fischers g-Statistik [76] sieht im wesentlichen aus wir
der ebige.

Harmonische Komponente im allgemeinen. [309]

e Verwende einen (gegeniiber Peaks) robusten Spektralschitzer mit der
impliziten Darstellung

h P )
0= Zwiqf(Mq) Wk

i=—h S(Wk:)
mit z.B.
() = r fz<e
7) = 0 ifz>c
Motivation:
A h
S(wg) = Z w; Per(wg)
i=h
1 = Xh: wiM
i=—h S(wk)

h ‘ h
0 = Zwi<M—l>, Wg.Zwizl

i=—h S(wr,) i=—h
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e Teile Per(wy,) durch S(wy)

e Verwende Ergebnis von oben

5.1.2.10 Konfidenzintervall fiir die Peakfrequenz

Fiir (nichtlineare) Oszillationen ist die Peakfrequenz eine charakteristische
GroBe. Gesucht: Konfidenzintervall fiir sie.

5.1.2.10.1 Statistikeinschub: Bootstrap Konfidenzintervalle

Bootstrap=An den eigenen Stiefeln aus dem Sumpf ziehen
Literatur:

e B. Efron and R.J. Tibshirani: An Introduction to the Bootstrap [73]

e E. Mammen: When does bootstrap work? : asymptotic results and si-
mulations [182]

e A.C. Davison and D.V. Hinkley: Bootstrap Methods and their Appli-
cation [65].

Monte Carlo ((Re-)sampling) Methode zur Ermittlung von Konfidenzinter-
vallen und Tests, wenn keine asymptotischen Methoden zur Verfiigung ste-
hen.

Beispiel: Standardfehler des Mittelwertes der Gaufverteilung (ist o/v/N).

e Wenn man M Sample der Linge N hétte.

e Bestimme

1 N
uj:Ninj, jzl,,M
i=1

e Die 4 sind Realisierungen der ZV : = =YV, X;.

e Betrachte ihre Verteilung. Deren /2 und 1 — /2 Quantile sind grade
die Konfidenzintervalle.
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e Durchfiihrung:

Sortiere 1;

Hint j1o0r (May/2) 1Dt /2 Quantil

Hinteeit (M (1—a/2)) glbt 1-— 04/2 Quantil
e Problem: Man hat keine M Sample :-(

e Idee: Jedes z; liefert einen Beitrag 1/N zur empirischen kumulativen
Dichte. Die Wahrscheinlichkeit, jedes x; zu erhalten, ist gleichgrof.

e Damit:

Produziere M Bootstrap-Sample durch Ziehen mit Zuriicklegen.

e Dann: Verfahre wie oben.

Beachte, es gibt Fille, in denen diese Idee nicht funktioniert, siehe [182], z.B.
e Eigenwerte einer Kovarianzmatrix
e Grenzen einer kompakten Verteilung
Zwei Bootstrap-Spielarten
e Nichtparametrischer Bootstrap: A la oben: Ziehen mit Zuriicklegen
e Parametrischer Bootstrap:

— Schétze Parameter einer Verteilung aus Daten

— Sample aus der Verteilung

Wichtig:
Untersuche (simulativ), ob die Coverage stimmt:

e Wird der wahre Wert in (1 — «)100 Prozent der Fille abgedeckt ?
e Wenn seltener: Procedere Quatsch.

e Wenn héufiger: Procedere konservativ.
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Ende Statistikeinschub

Konfidenzintervall fiir die Peakfrequenz [290]
Erinnere:

Per(wy) ~ %S(wk)x% (1)

Procedere:

e Schitze das Spektrum
e Simuliere M Periodogramme nach Gl. (1).

e Fiir jedes simulierte Periodogramm schétze das Spektrum und ermittle
die Peakfrequenz wj.

e Ermittle Konfidenzintervalle aus den Quantilen der empirischen Ver-
teilung der w;.

Fragen:
e Wie sieht bias und Varianz des Schétzers fiir Peakfrequenz aus?

e Wie héngt Coverage von der Breite des Spektralschétzers ab 7

3 FOLIEN PEAKCON

Das Verfahren ist konservativ. Erklarung iiber Peak-Unterschitzung in der
initialen Schatzung.

Anmerkung: Niher an der originalen bootstrap Idee ist es [79, 63]:

e das Periodogramm durch das geschétzte Spektrum zu teilen ¢, =
Per(wy)/S(w)

e aus dem Ergebnis zu bootstrapen e},

e Bootstrap-Periodogramme aus Per*(wy,) = S(wy)e* zu bilden.
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5.1.2.11 Test auf Gleichheit zweier Peakfrequenzen
5.1.2.11.1 Statistikeinschub: Bootstrap Tests

e Frage bei Konfidenzintervall Ermittlung: Stimmt Coverage ?
e Entspricht beim Testen Verteilung unter H
e Zusitzlich beim Testen: Power of the Test.

Setting :

H() 0= 80
H, @ 0#6,
e Sei 6 die Funktion des Samples x;, 2 =1,..., N.

~

0* eine gebootstrapte Version.

e Naive Idee: Untersuche 6 — 0y, i.e. Bootstrappe : 6 — 0o und schaue, ob
0 im Intervall.

e Problem:
Wenn H, falsch, dann ist | — 6| in der selben GroBe wie |6* — 6| =
der Test hat keine Power.

e Besser:

Bootstrappe : 0* — 6 und schaue, ob 6y im Intervall.

e Noch besser:

Wenn Information iiber die Skala o von 6 vorliegt, bootstrape:

~ ~ ~ ~

* *

— nicht 6* — 0 oder

A

Dieses nennt man Pivoting, fithrt schneller in die Aymptotik.

Beide Tips aus [99].
Ende Statistikeinschub



5.1. AUTOSPEKTRUM 95

5.1.2.11.2 Test auf eine Differenz von Peakfrequenzen [291]

Betrachte zwei Prozesse

e Peakfrequenzen w; und ws

e Betrachte 8 = w; — wy

e Hy:0=0,=0
Procedere:

e Schiitze die Spektren und ihre Peakfrequenzen: @y, ws.

e Schéitze die Differenz der Peakfrequenzen durch : 0=Aw = w1 — Wo.
e Simuliere Paare von Periodogrammen nach Gl. (1)

e Schitze die Spektren und die Differenz Aw'.

e (i) Ermittle die Verteilung (&u* — Aw) und verwerfe Hy, wenn Aw
auBerhalb der Quantile liegt.

e (ii) Eine natiirliche Skale von w; und @,

— Varianz Peakfrequenz o 1/(Kriimmung am Peak)
— Quadratische Ndaherung um peak
— Kriimmung o 1/(Peakbreite b;)?

ZEICHNUNG Halbwertsbreiten, quadratische Naherung

Pivotisiere mit b7, b5 und bilde die Verteilung von
Aw — Aw
Verwerfe Hy, wenn Aw/+/b% + b2 auBerhalb der Quantile liegt.

Power of the Test - Untersuchung
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e Peakfrequenz fiir AR[2] Prozesse:

Wpeak = 27 arccos (cos(2m/T") cosh(1/7))

e Prozefl 1: AR[2] mit T=50, 7 = 100

e Prozefl 1: AR[2] mit T=50.15, 7 = 500

FIG 1 und 2 aus Diffcon
Kurvenvertauschung wg. konservativem Niveau bei Variante (i)

Beide Verfahren konservativ, weil Spektren am peak unter- und zu breit
geschatzt werden.

Bemerkung zu beiden Verfahren: Es wird angenommen, daf} es keine Korre-
lationen

(Per(w;)Per(w;)) o< 0§y
(Per(w;)Per(w;)Per(wit;)) o< 6

gibt. Sonst darf man nicht einzeln bootstrappen.

e Vernachlissigung ”kurzreichweitiger” (immer positiver) Korrelationen

durchs Tapern fithrt zu Uberschitzung der Variabilitit, macht konser-
vativ.

e Vernachléssigung "langreichweitiger” Drei-Punkt-Korrelationen im
Falle nicht linearer Oszillatoren kein Problem, da diese zwischen den
Harmonischen auftreten.

5.1.2.12 Tests auf schwache Stationaritit:

Fiir lineare Prozesse [228]
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e Logarithmierte geschiitze Spektren Y (i, j) = log(S(t;,w;)) zu i Zeiten
in 5 Frequenzbédndern dann Streuung frequenzunabhéngig.

log(Per(wr)) = 085 () x3) = loa(5 5(wi) + og(x3)

Y(i.j) = log (i, j) + €(i.5), e(i.f) ~ N(0,0%)
Y(i,j) = p+ i+ B + iy + €
e Berechne: Zwei faktorielle ANOVA
Teste v;; (Interaction) , o (Stationaritét) (8; (white noise)) auf Null
Interpretation ~;;:
Wenn v;; = 0, dann
S(ti,w;) = t)S(w) < x(t) = c(t)ro(t), zo(t) stationir

”Uniformly modulated process”

Item DoF Sum of Squares

Between times I-1 Sr=JYL (Vi —Y.)?

Between frequencies J-1 Sp=1 Z;’:l(Y_j —Y.)?

Interaction (-1)(J-1) S;=%1, E‘j]:l(Y;j —Y. -V, +Y.)?
Total 1J-1 So=%i1 > (Y —Y.)?

Durch Logarithmieren Residualvarianz unabhéngig von w und bekannt:
Teststatistik y2- statt F-verteilt.

SI/U2 ~ X%Ifl)(Jfl)

2. Schritt:

Stationér:

Sr/o® ~ X%Iq)
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e Problem:
Geht fiir nichtlineare Prozesse wegen der Kopplungen hoherer Ordnung
(Cramér Darstellung) schief.

Fiir nichtlineare Prozesse [327]:
Zerstore die Korrelationen hoherer Ordnung von Hand.

Es bleiben die Dilemmata I-V:
Welche Verletzung von Stationaritit ist fiir welche Frage/Methode wie
schlimm 7

Ubung :
Naiver Stationaritéitstest mit AR[1] Prozef3 [137]

5.1.3 Schitzung fiir periodisch korrelierte Prozesse

Bifrequenzperiodogramm:

Per(wp,wq) = f(wp) [*(wg) € C
Schétze Bifrequenzspektrum durch:

h
BiFreS(wy,w,) = Y Per(wpims Watm)

m=—h

Glattung entlang der Nebendiagonalen, da in dieser Richtung stetig.
Spektralkohérenz 7y (w,, w,) durch

h BiFreS(w , W
’Y(wpawq): Z = (Ap q)
b \/5 ()5 (w,)

Kohérente Mittelung entlang Nebendiagonalen:

Steo(Wa) = [7(Wp, wpra)|?>, k= N,modulo Randeffekte

Inkoh&rente Mittelung :

tin wd wpb wpl-I—d

IIMh
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Test auf periodische Korrelationen: Analog zum Test auf harmonische Kom-
ponenten in WN [92]

Anmerkung (fur die Liebhaber der EMG Analyse):

steo(w) o [Se(W)I*, 2(t) = 2°(t)

5.1.4 Nachweis von Fractional Browian Motion oder
FGN

Probleme:
e Man muf} 1/f¢ Skalierung fiir kleine f nachweisen
e Mache log-log-plot
e Da sieht vieles linear aus
e Friihe Kritik an Mandelbrot-paper : AR ist auch nicht abzulehnen [190,
121]

ZEICHNUNG AR[1] Spektrum
FOLIE NATURE ASTRO PAPER
FOLIE EL NINO paper

e Konzept iiberschétzt, es ist ein inverses Problem, dafiir gilt:

"If your only tool is a hammer, every problem will be a nail”

Fiir statistische Analyse solcher Daten: [21, 22, 279, 185]

5.1.5 Zum Merken

”Spektralanalyse = lineare Analyse”
Aber:
Was man alles im Spektrum sieht:

e QOszillationen
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Ostzillator oder Relaxator(en)

Hohere Harmonische bei nichtlinearen Schwingern und Grad der Nicht-
linearitét

Varianz des Beobachtungsrauschen im Hochfrequenten

Stochastisch vs. chaotisch im Hochfrequenten [270, 269

1/ f* Rauschen

Instationaritéten (Beispiel: Run down von Ionenkanal)

Ubung :
Spektralanalyse, oder was macht der peak beim Rossler ?

5.2 Kreuzspektralanalyse

5.2.1 Analytisches

Analog zum (Auto-)spektrum: Das Kreuzspektrum fiir zwei Prozesse x(t)
und y(t)

CS(w) = (fo(w)fy(W)) =D e ™ CCF(r)
mit Kreuzkorrelationsfunktion:
CCOF(r) = (y()=(t — 7))
C'S(w) ist komplex, bilde

e Kohirenzspektrum

oSl
Coh(w) = Sw(w)Sy(w)7 Coh(w) € [0,1]

und
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e Phasenspektrum

CS(w) = |CS(w)]e'®@ (5.10)
Bedeutung Kohérenzspektrum:

e Wenn y(t) eine lineare Funktion von x(t) ist, y(t) = L(z(t)), folgt:
Coh(w) =

y(t) = Ya(t—i) = 6(B)(t)

L) = ¢l ) fw)
2 o |<fy(w ( )>
Com @) = —F ) >< L)
| < (=) fulw) ()
<) o) B () f1(w) >< @) () >
()2 < fulw) 1) >?

[p(e™)|* < fa(w)f gc( ) >< falw)fi(w) >
=1

‘2

fi(w) >

) 7w
)

> |2

e Maf fiir linearen Zusammenhang, lineare Vorhersagbarkeit.
e Kohirenz zwischen zwel Siniissen macht keinen Sinn.

e Fiir mischende Prozesse Kausalitét, siehe aber Graphische Modelle, S.
113.

Fiinf Griinde fir Coh(w) # 1:

e Prozesse sind unabhéngig

e Nichtlineare Beziehung

y(t) = 2*(t) = Coh(w) = 0.

y(t) =2*(1t) = Coh(w) > 0.

[.a. Taylorentwicklung mit fiihrenden linearen Term.
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e Andere Einfliisse auf y(¢) als nur von z(t)

e Misalignment [105], siehe
Ubung: Misalignment
Schitze das Koherenz- und Phasenspektrum zwischen einem AR][2]
Prozess und seinem Rauschen

e Beobachtungsrauschen

Wenn y(t) = L(z(t)), aber y(t) mit Beobachtungsrauschen belegt ist

Sy(w)

Coh =, | =—
oh(w) Sy(‘*}) +U§b

Wenn z(t) und y(t) BR enthalten:

02Sy + 8.0 + 0207
(Se +02)(Sy +02)

Coh(w) = J 1-

FOLIEN OBS-NOISE

Bemerkung:

Linearitdt der Prozesse ist keine Voraussetzung fiir sinnvolle Interpretation.
Nichtlinearitét bewirkt "nur” Korrelationen hoherer Ordnung der Schétzer
zwischen verschiedenen Frequenzen (Cramér Darstellung).

Bedeutung Phasenspektrum:

e Wenn y(t) = L(z(t)), dann ®(w) = f(L(.)).

Merke: ®(w) hingt nicht von z(t) ab. x(t) kann auch z.B. chaotisch,
z.B. Rossler-System sein.

Beispiele:

- Reines Delay : y(t) = z(t — A) dann folgt

y(t) = B ((t))
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damit
und

ein linearer Phasenverlauf mit Steigung = Delay.

- Wenn y(t) die Ableitung von z(t) ist, i.e. y(t) = @(t), folgt
—iw d :
o) = e Sa(t) = iw o)

Mit

€Z7T/2 =3

folgt
O(w)=m7/2

- Fiir AR[1] ProzeB und sein treibendes Rauschen folgt

x(t) = ax(t—1)+¢€(t)
(1—qB)x(t) = €(t)
(I—ae™)fo(w) = fe(w)
fule) = i)
CSw) = (falw)fyw))
= (e Fil), £ )

d(w) = arg (ﬁ) = atan <%>

ZEICHNUNG AR[1] Phasenspektrum
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- Fiir AR|[2] Prozef und sein treibendes Rauschen folgt

B(w) = arctan < a1 sinw + as sin 2w )

— @1 COSW — @9 COS 2w

ZEICHNUNG ARJ2] Phasenspektrum

e Nullstelle Gain

Das Gain eines linearen Systems ist definiert als :

|08 (w)|

G(w) 5.()

hat G(w) eine Nullstelle, macht ¢(w) einen Sprung um 7 [223].

Erklarung mit Thomas’ Folien.

Spéteres Ziel:
Durch Fit von (parameterisierten) Phasenspektren an empirische etwas iiber
die Prozesse lernen.

5.2.1.1 Diskret vs. Kontinuierlich Part II

Phasenspektrum: Obige Rechnungen gelten fiir zeitdiskrete Prozesse.
Zeitkontinierliche Rechnungen:

o AR[1]

Tr=—ar+e¢

Ansatz Frequenzweise €(t) = e, x(t) = A(w)e™t—?«)
O (w) = atan(w/«a)

Fiir verniinftiges Sampling:

FOLIE Phase konti vs. discrete AR1

q)ARl,cont(w) = q)ARl,discr (Cd) + CU/Q
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e AR[2] Die klassische Resonanzformel

ZEICHNUNG Phase konti vs. discrete AR2
q)AR2,cont (w> = q)AR2,discr (w> +w

Folge:
Mochte man durch Fit parametrisierter Phasenspektren an empirische etwas
iiber Zusammenhang der Prozesse lernen, so ergibt sich im

e AR[1] Fall artifizielles Delay mit Zeitschritt A = Samplingintervall/2.

e ARJ[2] Falle art. Delay A = Samplingintervall.

Eventuell:
Korrelationskoeflizient und Fischer-Trafo

5.2.1.2 Filtern

Literatur:

e A.V. Oppenheim and R.W. Schafer: Digital signal processing [211]

e L.R. Rabiner and B. Gold: Theory and Application of Digital Signal
Processing [230]

Lineare Filter sind eine andere Sichtweise auf ARMA[p,q] Prozesse:

O(B)x(t) = ¢(B)e(t)

nur daf €(t) jetzt durch ein zu filterndes Signal v(t) ersetzt wird

O(B)z(t) = ¢(B)v(t)
Die Eigenschaften des Filters hdngen davon nicht ab, sondern nur von der
Transferfunktion:
$(e™™)
@(efiw)
Fiir diese wiinscht man sich Eigenschaften, gegeben maximale Werte p, ¢:
Filter-Design, siehe z.B. [211, 230]

In der Regel mochte man:
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e Scharfe Kanten im Frequenzraum

e Linearen Phasenverlauf
Das ist nicht gleichzeitig zu erfiillen.

Charakterisierende Eigenschaften von Filtern:
e Magnitude (Gain=log(Magnitude) ("dB"))
mag(w) = [H(w)[*
e Phase
®(w) = arg(H(w))
Gruppengeschwindigkeit :

d
vg = %q)(w)

Verschiedene TiefpaB3-Filter Typen:
e Butterworth-Filter: Maximal flaches Gain an w =0

e Bessel-Filter: Maximal linearer Phasenverlauf bei w = 0 (wenig Verzer-
rung)

e Chebyshev-Filter: Maximal gutes Stufenverhalten im Gain
e Elliptische-Filter: Chebyshev-Filter mit begrenztem ”Ribbeln”

JEWEILS FOLIE

Reiner AR-Filter : Infinite Impulse Response (IIR)
Reiner MA-Filter : Finite Impulse Response (FIR)

2 wichtige Félle:

e On-line (analog, zeitkontinuierlich):

Filterkonstruktion, wichtige Stichworte:
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— z-Transformation
— Bilineare transfromation
— s-Transformation, s-plane

_1—2‘1
T

Speziell Anti-aliasing Tiefpass-filtern:

— Alles iiber der Nyquist Frequenz muf§ so gut wie moglich weg,

— aber die Signale sollen unverzerrt bleiben = lineare Phase —
Bessel-Filter moglichst hoher Ordnung.

e Offline bandpass-filtern

- FT
— f(w) = 0 unerwiinschte Frequenzen

— FT!

Nicht, wenn man spiky oder scharfkantige Signale hat, bewirkt dann
Uberschwinger.

Zusammenhang Kreuzspektralanalyse — Filtern klar ?

5.2.2 Schitzerei

Geschétzt wird Coh(w) und ®(w) iiber Kreuzperiodogramm und Autoperi-
odogramme

Py Wi fo(Wrti) [ (Whyi) |
\/Z —hwz‘fx warz)‘ Zz_fhwl‘fy(warz)‘Q

Coh(wy,) =

Wenn nicht gegléttet, folgt Coh(w) =

Fundamental: Gléatten oder nicht Glétten offenbart die getroffene Annahme
iiber

e "Ich analysiere einen mischenden Prozef}”
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oder
e "Ich analysiere einen periodischen Prozef3”

Konfidenzintervall fiir Test auf Coh(w) = 0:

2
s=\V1—-—av2 |

mit effektiver Anzahl von Freiheitsgraden, siehe S. 79:
2
y =

— oh 2
D W;

Schétzung Phasenspektrum:

- h
CS(w) > w;folWisi) [ (Wits)
i=—h
Phase:

®(w) = atan S

oo (Es0)

Konfidenzintervall Phasenspektrum

= 1 1
’Ua?“(@(td)) = | == — 1 s (511)
Y\ Coh (w)
Gilt nur fiir Coh(w) > 0:
e Fehler ist Funktion der Kohéarenz.

e Das ist sinnvoll: Je geringer der lineare Zusammenhang ist, desto
schlechter kann man seine Phasenbeziehung wissen.

e Da ®(w) 27 periodisch, ist es nur auswertbar, wenn der Fehler kleiner
als, say /5 ist.

Ausflug CCF

e Info von Kohirenz und Phase ist 1:1 zu Info in CCF und ACF
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e Ist dort i.a. schwer sichtbar, siche [292, 293]

e Liegt u.a. an der Korrelationsstruktur der Schétzfehler (linearer Fall)
(Bartell-Formula [15]):

((CCF(h) — CCF(h)(CCF(k) — CCF(k)) =
% i ACF,(j)ACFy(j +k — h) + CCF(j + k)CCF(=h+j) —

J:_OCF(h){AOFI (j)CCF(j + k) — ACFy(j)CCF(—k + j)} —
CCF(—j){ACF(j)CCF(~j — k) — ACFy(j)CCF(k — j)} +

CCF(h)OCF(k){%ACFQ(j) — CCF?(j) + %ACFQ(j)Q}

d.h. die wahre CCF, ACF's bestimmen die Korrelationsstruktur in bos-
hafter Weise.

e Spezialfall: Unkorreliert, CCF (1) = 0 durch Wischen:

((CCF(h)—CCF(h))(CCF(k)—CCF(k)) = i ACFy(j)ACFy(j+k—h)

1
N .
e speziell:
1
(CCF(h)— CCF :NZ ACF,(§)ACE,(j)

Fehlerbalken natiirlicherweise gréfier als bei WN.

Ubung:
Koherenz zwischen zwei Rosslern

Besprechung von Phys. Tremor und CMMs, Lancet-paper [292, 293, 168, 115]
Fiir Riickkopplung, siehe [3]
Fiir zahlreiche Anwendungen, siehe [294]
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5.2.2.1 Delay - Schiatzung mit Hilberttransformation
[103, 206, 29, 57]

e Wichtigste Anwendung der Analyse des Phasenspektrums: Delay-
Schétzung.

Beispiel: Erdolsuche ZEICHNUNG

e Problem: I.d.R.: Aufler reinem Delay zusétzlich Filtereigenschaften in
den Prozessen.

e Beispiel: Nervenleitung ist ein Tiefpafifilter

e Daraus folgt: Anpassung einer (lokalen) Graden kann sinnlos sein.

Formalisiert:
> bBy(t)=> ¢Ba(t—1)
i=0 i=0
Nach Invertierung folgt:
y(t) = 3 aja(t - j)
Jj=T

e 7 interessierendes Delay

e a; Transferfunktion, macht das Problem

In den Fourierraum (mit A = 7):

Aus
y(t) = /:O a(tx(t —t')dt'
folgt mit
fulw) = /O Tt + A)e i
CS(w) = (fyfr) = (€2 fafufr) = €2 fa(w)Ss(w)
damit

P(w) = Aw + arg(fa(w))

Einschub: Hilberttransformation [103, 206] :
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e Ist die Funktion (in Polarkoordinaten)

X(z) =log|X(2)|+iarg(X(2))

in der oberen Halbebene well-behaved, sind Real- und Imaginérteil
durch die Hilberttrafo verkniipft :

org X(e) = 5-0P [ 9108 |X(0) (ot (£ con (7))

e Physikern aus der Streutheorie bekannt, wo Amplituden gemessen wer-
den, und unter Annahme Linearitdt und Kausalitdt Phasen berechnet
werden (Kramers-Kronig-Relationen).

e Setzt man :

liefert Hilberttrafo eine Phasenfunktion:

1 . CS(0), w—0 Wt
Prpp(w) = %CP/O dflog 5.(0) <cot <T> + cot <T>>

e Diese hat die Minimum-Phase Eigenschaft: Phasenfunktion mit der
schnellsten Ubertragungsgeschwindigkeit, die mit

_CS(0)
5.(6)

| X(0)|

vertraglich ist. Siehe Unbehauen: Systemtheorie, Kap. 2.7, 4.7 oder 7.2
Siehe vor allem: [18], p. 798f
Ende Einschub

Man kann zeigen: Jedes Phasenspektrum eines kausalen Prozesses gehorcht:

O(w) = Aw + Pprp(w) + AllPol(w)
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AllPol(w) i.d.R. unphysikalisch und gleich Null, dann:

Ppyp(w) = arg(fu(w))

Delay-schétzung:

e Idee : Bestimme Delay A aus :

e Problem: Phase 27 - periodisch, speziell i)(wk) hat i.d.R. Phasen-
sprunge.

e [Osung :
mAaXZ cos (i)(wk) — (Awg + (I)Mp(wk;)))

e Problem:

Gewichtung der Beitrige 7

e Losung, siehe Gl (5.11):

ist fast MLE.

FOLIE Lindemann-Simus, Noise Untersuchung erwéhnen.
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5.2.3 Graphische Modelle
Literatur fiir den nichtzeitreihen Fall :
e D.R. Cox and N. Wermuth: Multivariate Dependencies [53]
e S.L. Lauritzen: Graphical Modelling [172]
e J. Whittaker: Graphical Models in Applied Multivariate Statistics [324]

e (Grundsatzliches Problem:

Methoden fiir bivariaten Fall angewandt im multivariaten Fall konnen
Scheinkorrelationen ergeben:

— Sitze der Republikaner und Sonnenflecken
— Die Babies und die Storche

ZEICHNUNG Babies, Storche und soziokulturelle Entwicklung

o Idee:

Betrachte Korrelation (Kohérenz) zwischen x und y unter
Berticksichtigung von z = alle andere Information.

e Im Regressionsfall:
FOLIE MURDERER, Aufklirung der Uberraschung

Sauglinge, Aufkliarung des Vorurteils
Formalisiert:
e Betrachte multivariate Gaufiverteilung
= N(i,%)
o Teile ¥ in & = (T, 7y)

Entsprechend
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e Unbedingte Verteilungen:

Ty = N (fii, Xii)

e Bedingte Verteilung von 75 gegeben 77 hat Erwartungswert:

E(Zo]#1) = iz + S X3 (F1 — fiy)
und Kovarianz:
OOU(fﬂfl) == 222 — 22121_11212

Partielle Kovarianz zwischen X und Y (Aufspaltung von Z5), gegeben
Z (fl)I

Cov((X,Y)|Z) = Cov(X,Y) — Cov(X, Z)Var ' (Z)Cov(Z,Y)

Bezeichnung: "rauspartiallisieren”

Bedingte lineare Unabhéngigkeit zwischen X und Y, gegeben Z:
Cov((X,Y)|Z) =0 Bezeichnung: XYY |Z
Allgemein, in terms of Dichten:
p(zly, z) = p(z]2)

" Knowing Z, reading Y s irrelevant for reading X’

Aber Phédnomen: ”Married parents of a joint child”
ZEICHNUNG

Beispiel: 2 Wiirfel, Ergebnis addieren
”Modellmisspezifaktion”

" Knowing Z, reading Y, you know everything about X’
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e Aufgabe:

Konstruiere den "Moral Graph”
Fiir Zeitreihen [95, 61, 60, 294]:

e Besonders wichtig der Fall:

ZEICHNUNG: A - B —= C

e 7 von oben entspricht f(w), (Kreuz-)spektren den (Ko-)Varianzen

e Partielles Kreuzspektrum:

PCSx, xyly (w) = CSx,x,(w) — CSx,y (w)Sy(w) ' CSyx,(w)

Daraus partielles Kohérenzspektrum Cohygt(w)

Othart(w> — ‘PCSXIXQ‘Y(WH

Sx1 v Sx, |y

und partielles Phasenspektrum ®,,4,+(w).

e Konfidenzintervall fir Cohyg(w) = 0:

/ 2
S = 1 — (Yv—2L-2

v effektive DoF des Spektralschétzers, L = |Y|
Analyseansatz:

e Vergleiche (normale) Kreuzspektralanaylseergebnisse mit denen der
partiellen

e Verschwindet Koherenz beim Partiallisieren, war es eine indirekte Ver-
bindung

e Entsteht sie: Married parents of a joint child
FOLIE SIEGFRIEDS HAND Phase und SNR erwéahnen.

Vorsicht:
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e Sind Komponenten stark korreliert, unterschétzen Graphische Modelle
die Kopplungen zu den weniger stark korrelierten Komponenten. Er-
kléren.

e Die Hoffnung, einfach hochdimensionale Zeitreihen hineinstecken zu
konnen und die ”Verschaltung” herauszubekommen, hat sich nicht
erfiillt.

Weitere Methoden:
e Granger Causality
e Directed partial coherence [251, 13, 254]
e Directed transfer function [149, 150]

AUSBAUEN

Basieren auf Fitten von multivariaten AR Prozessen mit Darstellung der
Ergebnisse im Frequenzraum.
Zeit-abhéngige Version: [326, 255]

5.3 Bispektrum

Literatur:

e C.L. Nikias and M.R. Raghuveer: Bispectrum Estimation: A digital
signal processing framework [210]

e T. Subba Rao, M.M. Gabr: An Introduction to bispectral Analysis and
bilinear Time Series Models [275] eher mathematisch

Cramér Darstellung revisited:
w(t) =D e fwr)
i

Fiir stationdre Prozesse gilt:
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<f(wk) > = 0

<fire)> = { g0 mare

0 fiir wy + wo # w3
B(wl, u.)g) fir W1 + wy = wsy

< flw)flw2) ff(w3) > =

Trispektrum

B(wi,wa) = (f(w1) f(w2) [ (w1 + w2))
Schétzung durch Gléattung in 2 D:
R ho h
Blwk,w)) = > > flwwgd) flwmg) f (@i + wigg)
i=—h j=—h

oder durch Stiicke mitteln oder iiber Tripelkorrelationsfunktion
Phasenkopplung (wy,ws) an w; 4w, entsteht aus quadratischer Nichtlinearitét
Betrachte:

i = —y(z,y)d —w?x + Force,
i = —(x,y)y— wiy + Force,
v = ar+by+cry+...
z x +y Beobachtung
. . 1
sinw, sinw, = 5 cos(wy + wy) — cos(wy, — wy)

Anwendung: [159, 158|

Test auf Linearitiat [120, 232
Fiir lineare Prozesse ist das Bispektrum im

e GauBschen Falle B(wy,wy) =0

e im nichtGauBschen Falle B(wy,ws) = K, k = Schiefe des Prozesses.
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Bemerkung: Sei {X;} ein stationdrer Prozess zur Ordnung drei. Dann exi-
stiert das dritte Moment und h&ngt nur von ¢4, ¢, ab:

BXiXir, Xevr,] = E[Xo X3, Xp] = m(ty, 1)
Das zentrale Moment dritter Ordnung ist definiert als

Clty,t2) = E[(Xy — 1) (Xit, — 1) (Xt — )] (5.12)

5.3.1 Bispektrum

Die bispektrale Dichtefunktion oder kurz das Bispektrum f(wq,ws) ist defi-
niert durch:

Z Z C tl? 72t1aﬂ72t2a& , —T S Wi, W2 S m

tl—foo to=—00

flwr,ws) =

und damit o
C(tl,tQ):/ / elhntitaws () o) dw dws (5.13)

Das Bispektrum f(wy,ws) ist eine komplex-wertige Funktion und existiert
fiir alle wq, wy falls

Z Z tl,t2|<OO

ti=—0o0 ta=—00

Aus (5.13) folgt fiir t; =ty = 0:
C(0,0) = B[(X; — p)] = /_ /_ Flwr, ws)dwrdws

Ahnlich wie das Spektrum das zweite zentrale Moment, die Varianz, in Antei-
le von Frequenzbéndern zerlegt , ist das Bispektrum die Zerlegung des drit-
ten zentralen Momentes nach Beitrédgen im Frequenzbereich (wq,ws) X (wy +
dwy,wy + dws). Fiir einen linearen gaufischen Prozess {X,} ist C(t,t2) = 0
und damit auch f(wy,ws) = 0. Demnach kann das Bispektrum dazu benutzt
werden, Abweichungen eines Prozesses vom lienaren gaufischen Falle festzu-
stellen.
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5.3.2 Kreuzbispektrum
to be added

5.3.3 Wavelets
Gabor-Transformation
exp{(t —to)?*/o} cos(wyt)

Spektrogramm
Becker DA checken
(64, 68]

FOLIEN aus Gerschenfeld

Rauschunterdriickung mittels Wavelet-Shrinkage [67]
Als Anwendung: [113, 114]

119
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Kapitel 6

Parameterschitzung in
dynamischen Systemen

6.1 Parameterschitzung

Literatur:
e D.R. Cox and D.V. Hinkley: Theoretical Statistics [51]

e E.L. Lehmann: Theory of Point Estimation [174]

6.1.1 Maximum Likelihood Schatzer

Sei X eine parametrisierte Zufallsvariable mit Dichte p(z, a).
Gegeben N Realisierungen, dann heif3t
N
L(xb s axN‘&) = Hp(xw a)

i=1
die Likelihood: "Prob(a), dafl gegebenen Daten entstehen”
o L(x1,...,xy|a) ist in Abhéngigkeit von a zu lesen

e Daten sind gegeben

e Likelihood ist keine Wahrscheinlichkeit, da [ p(z, a)da nicht normiert.
Im Gegensatz zu [ p(z,a)dx =1

121
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Maximum Likelihood Schétzer:

e Wihle Parameter a so, dass Likelihood maximal wird

Intiutiv sinnvoll

Formal:

OL(z1,...,xN|a)

=0
Oa

Logarithmiere:

L(a) =log L(a) = Z:logp(xi, a)

Ersetzt schwierig handhabbares Produkt durch einfachere Summe

M.k.z.: MLE-Schétzer unter milden Bedingungen asymptotisch unver-
zerrt. Widerspruchsbeweis (Cox/Hinkley p. 288f, hiibsch)

Cramér-Rao Schranke

Erinnerung: Effizienz bei statistischen Test
e Im folgenden alle Indices unterdriickt

e Betrachte Score:

V = %E(x,a) = %logp(x,a) = 5 L 9

e Der Erwartungswert ist

<V> = /da:p(x,a)aglogp(x,a)
a
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e F'iir Varianz

Var(V) =< <%£(x,a)> >

folgt, mit Differentiation von
0
<V>=0= /da:p(x,a)% log p(z, a)

0 0 0
0= /dx %p(a:,a)%logp(a:,&) —i—/dxp(a:,a)@logp(x,a)

Mit () folgt fiir 1. Summanden:

/ dz p(z, a) <% log p(z, @)2 = Var(V)

und damit: ,

Var(V) = E <—%E($, a))

o F (—g—;ﬁ(x, a)) heifit Fischer Informations Matrix.

Betrachte unverzerrten Schiitzer 0(x) fiir Parameter a, i.e < 0(z) >= a.

e Erinnere: Varianz des Schétzers ergibt Vertrauensintervalle.

e Betrachte:

eyt SO

= /dx %p(x,a)é(x)
0

A~

<Vl(z)> = /dxp(x,a)
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Betrachte Cauchy-Schwarz Ungleichung:

~

<(V=<V>3)—<0>)>? < <(V=<V>2P><(l—<0>)?>
<VOI-V<h>—<V>0+<V><>>2 < Var(V)Var(d)
<V0>? < Var(V)Var(0)
A 1 1
Var(0) > =
0 2 Var(V) < (—%E(w,a)) >

e Kriimmung der Log-Likelihood bestimmt Varianz der Schétzer.

e M.k.z.: Maximum likelihood Schitzer nimmt untere Grenze an, also

1
—5%[1(95,@)) >

Var(0 =
(OMLE) - (

o Effizienz:

o VCL’I“(@MLE)

Eff(©) = <1

Var(©) —

MLE-Schéatzer ist das beste Pferd im Stall.

Lineare Fehlerfortpflanzung:
01=9(62), Var(61) = (¢'(62))’Var(©s)
ZEICHNUNG dazu
[51] bias-correction p.310
Konkrete Beispiele

o Mittelwert der Gauiverteilung,

p(xi, M) =
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Log-Likelihood

Damit:

1 N

=T

—~ 52 o
3

o? bestimmt Kriimmung: Je grosser, desto kleiner die Kriimmung und
damit die Varianz grofler

R 1 o?
Var(f) = =gz = N
ou?

N-Abhingigkeit macht iibliche v/ N-Abhéngigkeit

e Lineare Regression:
2
y; = ar; +¢, €~ N(0,0%)

Log-Likelihood
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3[382@) = Z(yz — ax;)w;

> (yi —axy)w; =0

o; # o0j - Fall diskutieren.

e Riickwirts gelesen: Schétzt man auf Grund kleinster Quadrate, hat
man Gauf-Verteilung angenommen

e Lokationsparameter bei Cauchy-Verteilung

/lMLE = Median

ﬂ:%zﬂﬂz

hat bei Cauchy-Verteilung groe Varianz (o)
— Median-Schétzer hat bei Gau3-Verteilung grossere Varianz.

— Alles analog zur Test-Theorie
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6.1.2 Methods of Moments
e Likelihood manchmal schwer zu berechnen, Beispiel siehe Kapitel 6.2.4
e Dann MoM eine Alternative

e Ansatz:

Berechne Momente ...

— ... aus den Daten: Moy,

— ... und aus Modell parametrisierte theoretische Momente
Motheo(e)‘

e Definiere Schatzer iiber:
Moemp == Motheo(éMM)

o Ld.R. gilt

VCLT((QMM) > Var(@MLE)

Ist das Problem linear in den Parametern und betrachtet man 2. Mo-
mente, gilt:

éMM = éMLEa V&T(HMM) = VGT(QMLE)

6.1.3 Ausflug Bayesianismus

Bisher (Frequentisten): Es gibt ”wahre Parameter”
Bayesianismus:

e Parameter sind auch Zufallsvariablen

e Alle Wahrscheinlichkeiten sind bedingte Wahrscheinlichkeit

p(0]|Data) o p(Datalb)p(8)

Die Likelihood p(Datalf) wird durch den prior p(f) verziert.
Liefert Maximum a posteriori (MAP)-Schétzer und seine Verteilung.

ZEICHNUNG prior, likelihood, a posteriori
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e Prior Einfluf8 : O(1) Likelihood Einflul : O(N)

e Prior kann sinnvoll Vorwissen einbauen

Akkumulation von Information bei Folge von Experimenten, experi-
mentelle Versuchplanung [171]

e Liefert (im frequentistischen Sinne) verzerrte Schétzer
Speziell wichtig bei schlecht-gestellt inversen Problemen

y = Axr+e
T = Aly

Ist A singuldr oder schlecht konditioniert, i.e. fast singulér, grosse

grofiter Eigenwert

Konditionszahl = —— -
kleinster Eigenwert

wird z zwar unverzerrt geschétzt, aber Schéitzer hat riesen Varianz
MSE =< (0 — 0)? >= bias* + Var(f)
ZEICHUNG: Trade-off: bias vs. Varianz

Sinnvolle priors:
e Kkleine |z|: p(x) oc e~ 17!
o f(z) glatt: p(f(x)) o /0" f(@)

— MLE unverzerrt, aber riesige Varianz
— Grosse Varianz Reduktion fiir kleinen bias.
— Siehe James Stein Schétzer [140, 72]

e Monte Carlo Markov Chain [88, 153, 212]
— Stochastischer Prozefl auf den Parametern

— Stationére Dichte ist die gewiinschte, sample davon

— wichtige Technik auch fiir Likelihood Berechnung
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6.2 ARMA Modelle

Literatur:

e R.H. Shumway and D.S. Stoffer: Time Series Analysis and Its Applica-
tion [267]

e P.J. Brockwell, R.A. Davis Time Series: Theory and Methods [36].

6.2.1 AR Modelle
Betrachte AR[p] Prozef:

Ty = 11+ ...+ ApTi—p +€ €~ N(O, 0'2)

e Multiplikation mit ;_;,7 =0,...,p ergibt (mit v(7) = ACF(1)) :

v(0) = a1y(1)+ ...+ ayy(p) + o’
Y1) = ay(t—1)+...+ayy(tr—p), 7=12,....p

oder

mit
I'= {ry(k_j)}ik:h JP - (alw“uap),

e Dieses sind die Yule-Walker Gleichungen. I' hat Toeplitz-Struktur.

e Methods of Moments: Ersetze 7 durch 'AV:

=071y, & =3(0)- 7177

Q)

o Es gilt:

~ N 21“71
VN(@—d) — N(0,0’T7Y) oder d — N <5, UN )

Zur Berechnung mufl I' invertiert werden.
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e Ausweg: Durbin-Levinson Algorithmus (alle” weggelassen)

n)—Sr g, n—=k
¢nn rY( ) Zkr;11¢ 1,k,7( )a ¢00 = 0
=20 ¢n—1,lﬁ(k5)
d)nk - d)n—l,k - d)nnd)n—l,n—ka k= 17 s = 1

Fir n = p, ist a; = ¢p,.

e Nebeneffekt: Liefert PACF(7) in Form der ¢y,,.
Erster Schritt zur Modellselektion, da:

\/N(gf)hh) =vVNa, — N(0,0%), fiir h > p

FOLIE BD 237

e Fiir AR ist YW-MM-Schéatzer MLE, da i.w. least squares Schétzer in
einem linearen Gaufschen Modell.

6.2.2 MA Modelle
Yule-Walker Ansatz:

e Transformiere

xz(t) = €(t)+0e(t —1)
z(t) = (1+0B)e(t)
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e Methods of Moments nicht effizient, weil Modell nichtlinear in den Pa-
rametern.

e Betrachte dafiir MA[1]-Prozef:
YW-Gleichungen:

v(1) = 0%
Es folgt:
ACF(1) = —
1402
und
;1= V1 —4ACF(1)2
a 2ACF(1)
Da

VN ACF(1) ~ N(ACF(1), (1 — 2ACF(1)? + 4ACF(1)%)

folgt mit Fehlerfortpflanzung:

2

o 00 - , A
o*(0) = (73/1@?(1)) (1—=2ACF(1)? +4ACF(1)%)

und somit

. 1 2 44 6 8
6yw~N<6, + 6% + 46+ 6 +9>

N1 — 2)2
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6.2.3 Innovation-Algorithmus

Der Yule-Walker-Schétzer konstruiert einen Schétzer (i) fiir z(7) ba-
sierend auf der Basis z(i — 1),...,z(i — p).
Eine andere und orthogonale Basis ist gegeben durch die ”Innovatio-

nen” x(i) — (1), i.e. das €(i).

Es gilt:

Darstellung von #(i) in der Basis der Innovationen:
. q . . . .
B(i) =) Og4(x(i = j) —2(i—j)) ()
j=1

6,.; ergeben sich aus der Rekursion

vg = 7(0)

. k—lA .

O = vt | Ym—k) =3 Opni0iv; | k=0,....m—1
j=0

m—1
U = (0) = Y 02v;
=0

Beweis: Multipliziere (1) mit (z(j) — Z(j)) und nutze Orthogonalitét.
Asymptotik:
- 1
O1nno ~ N (‘97 N)
Effizienz:
0=0.5

Eff(Inno/YW) =1/2.7
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6.2.4 Maximum Likelihood Schétzer
Es gibt keine schone geschlossene Formel.

e Betrachte MA[1]

x(t) = €(t) + fe(t — 1)

In Analogie zu AR[1]

x(t) = ax(t — 1) + €(t)

bei MA[1]
z(t) = Oe(t — 1)

e Nichtlineare Optimierung von

§ = Yo(ali) - #(i))? = Y ei)?
Da (i) von €(i — 1) abhéngt, Selbstkonsistentsproblem

e Startwerte fiir die Parameter z.B. aus Innovationsalgorithmus.

Beispiel MA[1] (alle " weggelassen):

S(0) =) e(6)

1. Ordnung Entwicklung:
62(0) ~ 61‘(60) — (0 — 90)22(00)
mit

Gei ((90)
00
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e Lineare Ndherung eingesetzt:

Q(0) =D _(ei(o) — (0 — bo)2i(6o))”
e Aus linearer Regression und Numerik:

i 2i(0))e(0;) .
9j+1 = 63' -+ W 1terieren (i)
Woher ZZ(HJ) ?

e Schreibe MA-Prozef3
Ty — € -+ 961‘,1

formal um in:

61(6) =T; — (961',1(9)
Partielle Ableitung nach 6, x; als Daten gegeben, Produktregel:
2i(0) = €1 — 0z,_1(0) ( Startwerte ey = 29 = 0)

Damit (}) iterieren bis zur Konvergenz.
e Bei MA[1] schon kompliziert, i.a. nicht praktikabel

e Asymptotik MLE Schétzer:

. 2
eMLE~N<0,1 0)

N

e Effizienz fiir 6 = 0.5 :

Eff(MLE/YW) =1/3.6

Eff(MLE/Inno) =1/1.33
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6.2.5 ARMA|[p,q] Modelle

Es gibt keine straightforward Losung. Geht nur iiber nichtlineare numerische
Optimierung, z.B.:

e Startschitzungen fiir AR-Parameter aus Yule-Walker — Gleichungen
e Residuen aus AR[p]-Fit als Startschiatzungen fiir €(t)

e Dann: Minimiere

S(E()? = Y wlt) — (Cas(t — i) + Yo bie(t — )

t t

oder:
Fitte theoretisches Spektrum des ARMA[p,q] Prozesses an das Periodo-
gramm, erinnere Whittle-Schétzer, Kap. 5.1.2, Gl. (5.9).

6.2.6 Diskret vs. Kontinuierlich III

Eine zeitkontinuierliche lineare stochastische DGL p-ter Ordnung ergibt einen
ARMA [p,p-1] Prozess [220]. Beweis siehe unten.

Nebenbemerkung:
Als dynamische Modelle sind ARMA [p,q] eine Nullmenge, aber Spektralhype
Box/Jenkins Epoche 70er Jahre [33].

6.3 Nichtlineare Differenzengleichungen

e Es gibt keine natiirliche Ordnung im Nichtlinearen.

e Eine naheliegende Erweiterung von linearen AR|[p]-Prozessen ins Nicht-
lineare:
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e Anzahl N, der Polynome in Abhéngigkeit der Regressionsordnung p
und des Polynomgrades K:

p+ K
Parameterschiatzung analog zur nichtlinearen Regression.

e Beispiel: p=1
Bezeichnung: y; = x(t), v; = x(t — 1)

E = Z(yz - %:akff)Q

(2

e Ableitung nach a; ergibt:
dad, okl = > Yk
1 i i
Mit
gr = y_awia =y it b=y yiaf

folgen Normalengleichungen

Z griay = by
!

e Probleme:

— gu 1.d.R. schlecht konditioniert

— a; hdngen von K ab.

e Ausweg: Orthogonale Basis p; beziiglich der Dichte w(x) wéhlen.
Ergodizitat ...
<pipy >= [ dvw@)pi(@p(e) = 3 pile)pi(a(0) = 3 e
z t
Dann gy; diagonal.
Lost beide Probleme.
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e Problem: w(z) nicht bekannt.

e [osung: Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierung

oder rekursiv nach [78§]

po(z;) = 1
p1(37i) = %Po(iﬂi)—alopo(%)
Tipj-1(%:) — oy j-1pj-1(%) — oy j-2pj—2(2:)
> Tipr—1(2i)pi(2:)
> pi(wg)?

S

N

8
[

agr =

Gibt empirisch orthogonale Polynome

e Siehe auch Stichwort:
Volterra modelling [186, 165, 256]
Fiir Anwendungen siehe: [89, 38|

6.3.1 Diskret vs. Kontinuierlich IV

Ist zu Grunde liegende Dynamik zeitkontinuierlich, ist die Interpretation der
Parameter sehr schwierig, hingt z.B. der Sampling Rate ab.

e Fiir Vorhersage o.k.

e Fiir Verstdndnis schwierig

6.3.2 Diskret vs. Kontinuierlich V

Ist zu Grunde liegende Dynamik zeitkontinuierlich und das Rauschen Gau$,
gilt dies nicht mehr fiir zeitdiskrete Dynamik, siehe Kap. 6.8.

Andere Basisfunktionen (remember: keine natiirliche Ordnung):
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e "Neuronale Netze”, sieche andere Vorlesung

Yi = Z wy f(arw;)
k

mit sigmoidalem f(x;), z.B.

f(z) = atan(x)
allgemein:

x(t) = Ek: wyf <§l: apr(t — l))

e Radiale Basis Funktionen

_ (z3—pp)?

Yi = Zwke o?
k

e "Vorteil” gegen Polynome:
Fiir Polynome gilt |Pol(z)| — oo fiir # — £oo. NN und RBF bleiben
beschriankt. Kann einem aber auch was vorgauckeln.

e Nachteile:

Nichtlinear in den Parametern: Mufl numerisch, iterativ optimiert wer-
den (Euphemismus: ”Lernen”)

Interpretierbarkeit der Parameter ganz schwierig.

6.4 EM Algorithmus

Literatur: [66, 278]
Expectation-Maximization Algorithmus:

e [terative Berechung von ML-Schétzern, wenn nicht alle Variablen be-
obachtet werden koénnen.

e Bezeichung:
y;: Beobachtete Variablen, z;: Unbeobachtete Variablen, 6: Parameter
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e Unser Beispiel

z(t) = Ax(t—1)+€(t)
y(t) = Cu(t) +n(t)

e Erinnere: Bedingte Wahrsheinlichkeit, Pik As
p(z,y) = p(=|y)p(y)
e Voraussetzung: p(z1. n|y1..n,0) mul berechenbar sein.

Jede Tteration 8 — AU+D hesteht aus zwei Schritten:

1. E-Step

Bilde den Erwartungswert von In p(y;. v, 1. n | 0) beziiglich der Dichte
p(r1.n | YN, 09):

A0,09) = [ derx mplyrv, o | ) p(er |y, 0)

T1...N

2. M-Step
Maximiere A(6, @) beziiglich § und setze

gi+D — arg max A(6,60) .

Satz:
Dieses bewirkt einer Maximierung der (”incomplete data”) Log-Likelihood :

LO | y.n) =Inp(y.n | 0)

beziiglich 6.

Beweis: [328]
Zeige : . ‘
LOY [ yrn) = LOY [ y1.x)
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Wegen

p(z1.n, YN | 0)
p(x1.n | yin,0)

p(yr.n | 0) =
gilt
E(G ‘ ?h...N) = lnp(yl...N \ 9) = IHP(IBL..N,Z/L..N ’ 9) - lnp(iﬂl...N | Z/1...N>9)-

Multipliziere mit p(z1. n | y1. n,0%), integriere iiber alle x; (fillt fiir £(6 |
y1..n raus). Ergibt:

LO|yin)=A6,09) — B(,09)
mit A(6,0®) von oben und

Zi...N

Nun gilt immer

B(@(Z’))g(i)) > B(eje(i))‘

Beweis:
Mit

g(z,y) =p(x y,0), flx,y)=p(x]y,0)
ist

B(6,69) — B(0W, 9 :/dxf r.y) In &Y

(6,0) — BO,0) () In T

Nun gilt aber per Taylorentwicklung mit 0 < A <1
—1)?
m9_9 _ _ Wf-1

f 200+ Mg/ f=1)%)

und somit folgt :

Oy B 6y — [ do g_ o (g/f-1)?
B(6,69) — B(6Y, ) /d F1L - (1+)\(g/f—1)2)}

_ (9/f = 1)
=SS <
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Damit folgt:
B(6,0%) < B(6W, %)) |

Gleichheit bei g = f, d.h. Konvergenz.
Wir bilden nun:

LO ] y1.n)=LOV | yr.x) = (A0,07) =AW, 0)+(B0V,0%)~B(0,07))

Fir
60+ — arg max A(9,609)
gilt nun
A(@(Hl),g(i)) > A(‘g(i)ﬁ(i)) B(Q(i),g(i)) > B(Q(Prl),g(i))
und somit

LOTY | yr n) = L0 |y ) -

LOY Ly n) = L0 [y1n)
wenn nix mehr zu optimieren ist.

Bemerkungen: :

e Die bedingte Dichte:
p(r1.n | Y1.N,0)

zerfallt fir

— unabhéngige x; in :

Hp(xi \ Y1..N, ‘9)

)

— 1. Ordnungs Prozesse x (modulo Anfangswert) in :

HP(IZ» Tit1 \ Y1..N, 3)

%

— Diese Berechnung héngt vom Modell ab:
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* Zustandsraummodell (Kap. 6.5): Kalman-Filter/Smoothing-
Filter

« Hidden Markov Modell (Kap. 6.7): Forward/Backward Algo-
rithmus, Baum-Welsh Algorithmus

Héaufig kann
ol = argmeaxA(@,O(i)) :

analytisch berechnet werden.

e Konkret sieht das Verfahren so aus:

1. Wihle (falsche) Anfangswerte fiir 6(*)

2. Schétze die unbeobachteten xg-i) und ihre Verteilung (falsch)

3. Nehme die Schitzungen ernst und schitze @1 (falsch)
4. gehe zu 2. bis Konvergenz (richtig)

e EM Algorithmus hat lineare Konvergenz

— Vorteil gegen (quadratische) ’brute force optimierung’: Cons-
traints z.B. wegen

Stationaritit im ZRM

Ubergangswahrscheinlichkeiten a;; im HMM: 0 < q;; <1

Positivitdt: Ratenkonstanten g;; in HMMs ¢;; > 0

% Zur Beschleunigung der Konvergenz, siehe: [141, 193, 142]

*

*

*

werden automatisch eingehalten.

— Haufig: Erst EM, dann z.B. Quasi-Newton
Zusammenfassung:

Der EM Algorithmus kommt in der Zeitreihenanalyse in den Féllen zur An-
wendung, wenn wie beim HMM und ZRM im Prozefl zwei Arten von Sto-
chastik vorliegen: Eine nicht beobachtbare stochastische Dynamik, die in der
Beobachtung noch einmal verrauscht ist. Der EM-Algorithmus ist in diesem
Falle nicht die einzig moégliche Losung, aber die numerisch stabilste.
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6.5 Zustandsraummodell
Literatur:

e R.H. Shumway and D.S. Stoffer: Time Series Analysis and Its Applica-
tion [267]

e A. Gelb: Applied Optimal Estimation [87]

e A.C. Harvey: Forecasting structural time series models and the Kalman
filter [109]

Ft) = AT(t—1)+&t), &)~ N(0,Q)
yt) = Cz(t) +7(t), 1t) ~N(O,R)

LdR.: y(t) =y(t), RER
Spektrum:

S(w) = C(1 - Ac™)'Q (1 - A4e*)™) C" + R.

6.5.1 Griinde fiirs ZRM
e AR|p| hat nicht genug Freiheitsgrade.

Betrachte AR[2] Prozefl mit Parametern, so dafl zwei unabhéngige Re-
laxatoren gegeben sind.

DoF's: 2 Relaxationszeiten + 2 Varianzen

Aber AR[2] hat nur 3 Dofs: a;, ay und o2 des treibenden Rauschens.

<a 0
w0 = (1)
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e Natiirliche Formulierung fiir ARMA[p,q] Prozesse
Aus

ZalXt—l + €(t —i—Zblet—l

=1

wird mit Zustandsvektor:

X(t) = (Xl(t)7 XQ(t)7 - Xm(t))

mit X;(t) = X(t),m = maz(p,q+ 1), C=(1,0,...,0) ein ZRM

X(t) =AX(t—1)+ Be(t)

mit
aq 1 0 ... 0
a 0 1 ... 0
A= : R I
Am—1 0 0 ... 1
a, 0 0
1
by
B= : ;
bm—2
bmfl

wobei a; = 0 fiir ¢ > p und b; = 0 fiir j > ¢ gesetzt werde.
Q ergibt sich als dyadisches Produkt von B und ist singuldr mit Rank 1.

e Das ”Error-in-Variables” Problem [84, 44]
Betrachte AR[1] Proze8

z(t) = ax(t — 1) + €(t)
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Parameter a kann unverzerrt geschétzt werden mit (Multipliziere mit
z(t — 1) und bilde den Erwartungswert):

Sa(t —1)x(t)
Sa(t—1)z(t—1)

(6.1)

a0 =
Wenn die Beobachtung nur unter Rauschen moglich ist, gilt:

y(t) = =(t) +0(t), () ~NQO,R)

Schétzt man a durch Gl. (6.1) basierend auf y(t), ist der Erwartungs-
wert von a

o <ylt-=Dyt)> 1
ST - i-1 > Y1+

R
<z(t)2>

mit (z(t)?) =1/(1 — a?).

Der Parameter a wird unterschétzt. Der bias hédngt vom Signal-zu-
Rausch Verhiltnis ab. Im Regressionsfall heifit dies ” Error-in-variables”
- Problem [84]. Unterschitzung des funktionellen Zusammenhangs gilt
auch fiir nichtlineare Differenzen-Prozesse, unabhéngig davon, ob Po-
lynome, NN oder RBF als Basis gewéhlt werden.

6.5.2 Eichfixierung
ZRM hat zwei Eichfreiheiten:

— Nichttriviale kontinuierliche Eichtransformation

A = LAL™!
X = LX
€ = Le
C' = cLt

Q - Lo
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Macht Grat in der Likelihood und damit Parameterschitzung

unmoglich.
Fixierung durch Q = 1 oder A = Blockdiagonalgestalt.

— Triviale Freiheit: X — —X, C — —(C iss egal

6.5.3 Diskret vs. Kontinuierlich Part VI

Betrachte lineare stochastische DGL 2. Ordnung (0.B.d.A e ~ N(0,1)):

T=at +bxr+e¢

Erster Ordnung System:

Ztl = XT9
.j;'2 = axry + bl‘l +€
y =
Oder
Ft) = AZ(t)+ &)
y(t) = CI(t)
mit

A:<22>, é(t) ~ N(0,Q) Q=<8(1]> CZ(é)

@ singuldr mit Rank 1
Integration mit Euler-Verfahren
Erinnere: I.d.R: 0t < At: Haufig iterieren zwischem dem Samplen

Fine Integration:

T(t) = Z(t— 6t) + StAZ(t — 6t) + Vote(t)
y@t) = Cz(t)



6.5. ZUSTANDSRAUMMODELL 147

Zwei Integrationen, fiihrt auf :
Z(t) = AZ(t — 20t) + V25te(t — 20t)

mit

A= (1+3tA)? ét) ~ N(0,Q)

@ ist voll besetzt und nicht singuldre Kovarianzmatrix.
Allgemein:
Kontinuierlicher AR[p] geht nach ”"vollem” ZRM.

Oft gute Naherung: ARMA [p,p-1] - Prozef§ [220].

6.5.4 Kalman und Smoothing Filter

Das Wahre ist verborgen. Man muf3 es schétzen lernen.

Voraussetzung bei EM Algorithmus: p(z1. y|y1..n,6) mufl berechenbar sein.

Gegeben Beobachtungen Y (t) und ein parametrisiertes ZRM.

e Das Kalman-Filter schitzt rekursiv die unbeobachteten X (¢) und ihre
Verteilung: Da Gaufisch und linear: 1. und 2. Momente.

— Von p(z1._ n|y1.N,0)
— wegen Prozess 1. Ordnung nach [, p(xiz—i|vy1. N, 6)

— wegen Gauflsch und linear: 1. und 2. Momente.
e Eingefiihrt : Kalman 1960 [148]

e Erste wichtige Anwendung: Apollo Mission [136]:
y; Radarmessungen, ZRM: Flugdynamik, x; Position.



148 KAPITEL 6. PARAMETERSCHATZUNG IN DYNAMISCHEN SYSTEMEN
6.5.4.1 Die Idee des Kalman-Filters

X(t) = AX(t—1)+¢e(t), e~ N(0,Q)
Y(t) = CX(t)+n(t) n~N(OR)

Eine optimale Schiitzung X (t) fiir X (¢) basierend auf Y (¢'), t' = 1,...,t
bedeutet, dafl

e der Fehler X (t) — X (¢) minimal ist
o < (X(t)— X)) Y(t')>=0 gilt.

Der Schétzfehler mufl also wieder senkrecht auf der von den Y ('), ¢ =
1,...t aufgespannten Ebene stehen, bzw. die Schétzfehler sollen unkor-
reliert sein mit der Beobachtung der Vergangenheit.

Schiitzer X (t) unter Berticksichtigung der Beobach-
1t

Bezeichnung: X (¢ | t):
tungen Y ('), ' =1,...

Da X(t | t — 1) alle Information aus den Beobachtungen Y (1) bis Y (¢ — 1)
enthélt, muf} sich X (¢ |t) aus X(¢ |t — 1) und Y(t) ergeben.

Schéatzvorgang in zwei Schritten:

1. Pradiktion von X(t) vor der Beobachtung von Y'(t): X (¢ |t —1)

Xt|t—1)=AX({t—-1|t—1). (6.1)
Die Pradiktion Y'(¢ | t — 1) basierend auf X (¢ |t — 1) ist dann
Y(t|t—1)=CX(t|t—1). (6.2)

2. Korrektur von X (¢ |t — 1) nach der Beobachtung Y (¢).

Korrektur wird proportional zum Prognosefehler der Beobachtung
Y(t) = Y(t|t—1) angesetzt.

Damit ergibt sich fiir X (¢ | ¢):

Xt =Xt t-D)+KO (YY) -Y(t|[t—1)  (6.3)

mit K(¢): Kalman-Gain, noch zu ermittelnde Matrix.
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Um die versteckte Grole X komplett zu charakterisieren, braucht man noch
die Kovarianzmatrizen.

P(t|t) = <(X(t)-X(t]1) (X&) - X(t])" >
Pt|t—1) = <(X()—X({t|t—1))(Xt)-X(t]t—1)" >

6.5.4.2 Herleitung des Algorithmus
Man erhélt aus (6.3) fiir den Schétzfehler

X)) =Xt t)=Xt)—X(t|t—1)—KOY @) =Y(t|[t—1) (64)

Mit Gln. (6.1) und (6.2) folgt
Yt)=Y(t|t—1)=C(X({#)—X(t|t—1))+n(t) (6.5)
und somit
X(t) - X(t[1) = (1 -K(t)C)(X(t) - X(¢ ]|t — 1)) + K(t)n(?).
Fiir die Schétzfehler-Matrix P(t | t) ergibt sich somit
Pt|t)=1-K({t)C)P(t|t—1)1-K(t)C)" + K(t) RK(t)".
Wiihle K(t) so, daB
Spur(P(¢ [ 1)) = < (X(1) = X(t ] 1))* >

minimal wird.
Fihrt auf:
1-K@t)C)P(t|t—-1)CT=K({¢t)R

und somit folgt
K(t)=P(t|t—1)CT(CP(t|t—1)CT+R)"". (6.6)

Die Rekursionsgleichungen fiir P(¢ | ¢) und P(¢ | t — 1) erhélt man wie folgt:
Aus

Xt)—X@t|t—1)=AX{t—-1)—X({t—-1]t—1))+¢€(t)
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folgt

Pit|t—1) = <X —=Xt|t—1)Xt)-Xt|t—1)" >
= AP(t—-1|t-1)AT+Q
Aus (6.4) folgt weiterhin
P(t|t) = Pt|t—1)
K@) < (Y() =Y t=1)Y () = Y(t[t=1))" >K ()]
= <X =X t=1))Y () =Y (]t = 1)K (t)
—Kt)<Y@t)-Y({E|t—1D)(X{t)—X({t|t—1)>  (6.7)
Nun ist mit G1.(6.5)
<(YO) =Y t—1)YO)=Y(t]|t—1)" >=CH)P(t|t—1)C(t) +R(t)
und
<(XO=-X{t[t—1)Y@®)=Y(Et|t—1) >=CP(t|t—1).
Der zweite und dritte Term auf der rechten Seite von (6.7) lauten nun
K#)(CP(t|t—1)CT +R)K"(t) = P(t |t —1)CTK"(¢)

und wegen des Ausdrucks (6.6) fir K(t) heben sie sich gegenseitig auf. Es
verbleibt

Pit|t)=P(t|t—1)—KHCP{t|t—1)=(1-K@HC)Pt|t—1)
That’s it.

6.5.4.3 Zusammenfassung und Bemerkungen

Zusammengefasst - Das Kalman-Filter:

Pt|t—1) = AP(t—1]t—1)AT+Q (6.8)

K(t) = Pt|t—1CH(CP{t|t—1)CT+R)™"  (6.9)

Pit|t) = 1-K@HC)P(t|t—1) (6.10)
X(t|t—1) AX(t—1]t—1)

Yt [t—1)
X(t|t)

CX(t|t—1)
Xtlt—1)+K(@)(Y(t)—-Y(t|t—1))
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Bemerkungen:

e Kalman-Filter liefert die wahrscheinlichste Trajektorie X (), gegeben
die Daten und das Modell (Maximum a posteriori-Schétzer). Dieses ist
i.a. keine typische Trajektorie, sondern eine geglittete.

e Die Groflien P(¢t | t — 1), K(¢) und P(¢ | t) konnen off-line berechnet
werden.

e Gleichungen (6.8-6.10) stellen Fixpunktgleichungen fiir sie dar.
e Startwerte: P(0]0) = Var(Y), X(0]0)=0

e Fiir R — 0 wird die Beobachtung genau. Dann folgt aus (6.6), falls
C1(t) existiert, dal K(t) = C71(¢).

Aus GL.(6.3) wird dann
Xt|t)=X({t|[t—1)+C I O[Y@) —CX(t]|t—1)]=CH)Y(t),

wie erwartet.

Fiir R # 0, hat Kalman-geschétzes X (¢ | t) immer kleinere Varianz als
die naive Schétzung:

X(t] ) = COY ().
e Kalman-Grofien liefern auch Varianz der Vorhersagefehler von Y
Alt|t—1)=<Y({t)-Y(t—-1)>>=CP(t|t—1)CT+R
mit anschaulicher Interpretation.
e Kalman-Gain sagt, wie sicher sich das Modell ob seines Zustands ist:
Q=0R#0)=P(t|t—1) - 0=K() —0
in Anbetracht des Beobachtungsrauchens: C' = 1:

- P B P B interne Unsicherheit
P+ R A externe Unsicherheit
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e Kalman-Filter ist online fahig.

e Kalman-Filter ist optimales (online) (Tiefpass-) Filter.

X (t|t) hinkt X (¢) hinterher.

e A Q, Cund R kénnen auch zeitabhéngig sein.

Ubung: Rettet Riker

Anschauliche Erklarung analog zu Kap. 5.2.3 Graphische Modelle : Under-
standing Kalman filter paper [191]

6.5.4.4 Das Glattungsfilter

Kalman Filter liefert X (¢ | ¢).
”Riickwarts-Kalman-Filter” | ”Smoothing-Filter” liefert X (¢ | N).
Mit den (End-)Startwerten

X(N|N), P(N[|N)

und
B(t) =Pt |)ATP '(t+1]1)

ergeben sich die Riickwértsrekursionen
Xt|N)=X{t|t)+B#)(X(t+1|N)—X({t+1]t), t=N-1,...,1
und

Pt |N)=Pt|t)+B@)(P(t+1|N)—-Pt+1]t)B"(@1).

Y'(t) gehen nicht direkt ein, sondern iiber die ”von oben” kommenden X (¢ |
N).

Anwendung: [136]
Wiéhrend X (¢|t) hinter X (¢) herhinkt, zeigt X (¢|/V) keinen Delay.
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6.5.5 Parameterschitzung im Zustandsraummodell

Literatur: [192] [266]
Wiéhle ZRM mit FEichfixierung :

X(t) = AX(t—1)+e(t), €t ~ WN(0,1)
Y(t) = CX(t)+n(t), n(t) ~ WN(O,R).
mit
X(t)e R™", Y(t)eR"
Parameter:

© = {Rija Cion Aaﬁ}'

Damit lautet die (online-)Likelihoodfunktion

Py(YN; G)) — (27T)—Nn/2 ﬂ(det A(t ‘ +— 1))—1/2

t=1
1 T —1
cexp{—g (V1) =Y (t |t =)A= 1) (Y (1) =Yt |t = 1)}
Diese lésst sich numerisch iterativ optimieren:
e Wihle Startwerte fiir @

e Nutze Kalman-Filter zur Berechnung von Y (¢ |t —1) und A(¢t |t —1)

Optimiere mit :

— Powell (ohne Ableitungen)

— Quasi-Newton (mit Ableitungen (numerisch oder analytisch))

Problem: Stationaritdtsbedingungen an A sind schwer zu gewéhrleisten.

Besser :
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6.5.5.1 EM - Algorithmus

Vorbemerkung:
Die Abhéngigkeit von P(0 | 0) und X (0 | 0) wird unterdriickt.
Strenggenommen: Conditional Likelihood

Betrachte:
Py x(Yn, Xn:©) = Pyix(Yn | Xn;©)Px(Xy | ©)
mit
Px(Xn | ©) =

(2m) N/ l:[1 - exp{—%(X(t) —AX(t - 1) (X(t) - AX(t - 1))}

PY\X(YN \ XN; @) =
(2m)~Nn/2 l:Il(det R)~!/2 exp{—%(Y(t) —CX{)"RY(Y(t) —CX(t)}.

(erinnere Q=1)
Ergibt (modulo egaler Konstanten):

[ =

111 PY,X(YN7XN; @) = —2N1n(det R)
_ % S(v ()~ © X (1) R7(Y (1) — CX(1))
- % SX(t) — AX(t - 1)T(X(t) — AX(t — 1))

.
Il
—

E-Step des EM-Algorithmus’:

e Bilde Erwartungswert von In Py x (Y1, n, X1, n; ©) beziiglich
P(Xy x| Y1 n;©D)

e Benutze Ergoden-Theorem :

| do plely. ©) np(a, y1©) = 3 np(r. y/0)
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e Ergibt : A(©,00).

e Gegeben Yy und OO liefert Kalman- und Glittungsfilter X (¢t | N)
und P(t|N)

Im einzelnen:

< X(t) >y 00=X(t| N) (6.11)
und
< XX >ye0 = < (X(0) =X N))X () = X(E|N) >y 00
+X(t| N)X(t| N)T
= P(t|N)+X(t|N)X(t|N)T. (6.12)

Der Rechentrick im Detail
e Betrachte
P(t|N) = < (X(t) = X(t| N)X(E) ~ Xt N)" >y00
- < X(t) X(t)T >YN§®(i)
—< X)) X(t| N >yy:00)
— < X({t|N)X®)" >y, .00
+ < X(t ‘ N)X(t ‘ N))T >YN;@(“
e X(t|N) laBt sich jeweils aus Erwartungswert rausziehen
= <X() X(1)" >yy00
—X(t ‘ N) < X(t)T >y @)
+X(t| N)X(t| N)”

Mit GL (6.11) folgt Gl. (6.12)
Analog ergibt sich
<XOXE-1)" >y 00 = < (X)) —X({E|N)XE-1)—X(t—1] N)Y" >yy:00)
+X(t|N)X(Et—-1|N)T
= Bt|NPt—1|N)+X(t|N)X(t—-1|N)".

Beachte:
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e B(t|N), P(t| N)und X(¢ | N) sind mit Parametersatz ©) berechnet

wurden.

e R, A, C gehoren zum Parametersatz ©.

Mit den Abkiirzungen

Q

M=
A
e

(t)X(t)T >YN;®(i)

M=
A

X(t— 1)X(t)T >yy:@0)

N
QY =3 < X(t-1)X(t—-1" >y 00

t=2

erhalt man somit fiir die zu maximierende Funktion

A(©,8%)

—%Nln(det R)
lTr(Rfl(Q(l) —CcQ¥_Q¥TCcT + C Q(?’)CT))
2

lTr(Q(?’) —AQW - QWTAT 4 A Q(S)AT)
2

M-Step des EM-Algorithmus’:

Abhéngigkeit A(O, G)(i)) von Parametern A, C, R so einfach, dal man Ma-
ximum analytisch bestimmen kann.

Tricks, z.B.:

Oln(det R)
8Rij

OR
aRZ‘j

=Tr(R™* )
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Das sehr anschauliche Ergebnis:

N

t=1

M=

A = @V)Q") "=

~
Il
—

C = (Q)TQW) ' = 2_: tIN)Y T/Z <XMXH)" >vy00
R = %(Ql o CQ2 o Q2TcT =+ CQ3CT)
= Ni —CX(t|N)Y(t)—CX(t|N) +CP(t| N)CT

e Mit diesem Parameterupdate auf zum E-Step des néchsten Iterations-
schritt im EM-Algorithmus

e Endeder EM-Iteration, wenn relative Anderung der Parameter klein,
ie. z.B.107°¢

e Bemerkung: Nicht iiber relative Anderung der Likelihood abbrechen,
kann ” Durststrecken” geben.

Modellwahl Kriterien
e Residuen weif§ (KS-Test)
e Residuen Gausssch (qg-plot)
e Vergleiche Spektrum des Modells mit Periodogramm

e Knick in der erklarten Varianz

Anwendung besprechen : ”Modeling noisy time series” [284]

FOLIEN PHYSTREM
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6.5.5.2 Nichtlineare ZRMs & Extended Kalman Filter

[87, 109]
Fiir nichtlineare ZRMs:

—

() = f(EE-1))+et)
y(t) = g(@(1)) +n(t)

148t sich das (extended) Kalman-Filter nutzen, wenn man setzt:

of

A = % T=Ty_1)t—1
9y

C = —l|e=s
o t|t—1

e Dies fiithrt i.d.R zu verzerrten Schétzern.
e Ausmaf der Verzerrung héngt vom Modell ab.

e Grund:
Auf Grund der Nichtlinearitét ist (lineare) Beschreibung durch Mittel-
wert und (Co-)varianzen nicht mehr hinreichend.

ZEICHNUNG Auswirkung der Kriimmung

e Ferner: Man mufl pro E-Step Kalman- und Smoothing-Filter mehrfach
anwenden.

6.5.5.3 Unscented filtering
[146, 145, 319, 306] (“Unparfiimiert”, da keine Linearisierung)

Verbesserung des Extended Kalman Filters:
Statt Beschreibung durch

e lineare Niaherung der Abbildung
e Anwendung auf Mittelwert und (Co-)varianzen

hier
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e exakte nichtlineare Abbildung von z.B. 5 und 95% Quantilen (called
”o Punkte”)

e Konstruktion einer GauBverteilung (speziell Mittelwert) aus Bildern
der o Punkte

6.5.5.4 Joined Approach
Nehme Parameter in Dynamik auf mit
O)=06(t—-1)

Update iiber Kalman-Filter.
... ausfiihren ...

ZEICHNUNG zu Unscented Filtering

Scheint besser zu sein.

6.5.5.5 Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methoden

Literatur:
e Allgemein: [88]
e Zeitreihen: [212]

e ZRM: Hiirzeler-Diss [135]

e Bayes’scher Ansatz: Es gibt keine wahren Parameter. Parameter sind
auch Zufallsvariablen

e Gegeben Daten, Modellstruktur und prior-Verteilung fiir Parameter.

e Formuliere stochastischen Prozefl im Parameterraum, dessen stationére
Verteilung die (richtige) Dichte des Schétzers ist.

e Sample aus der stationédren Verteilung.
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6.5.5.6 Zustandsraummodell als Trendschitzer

Literatur: [160, 161]

x(t) = z(t—1)+¢€(t)
y(t) = a(t) +n(t)

e Dynamische Gleichung sieht aus wie Brownian Motion
e Ist es aber de facto nicht.

e [st Constraint auf die erste Ableitung:
x(t) —x(t — 1) = €(t)

Bedeutung

e Modell versucht, die Varianz der Daten in einen Trend und Beobach-
tungsrauschen zu zerlegen.

e Die spezielle Wahl dieser Losung dieses schlecht-gestellt inversen Pro-
blems hat etwas Magisches.

Auch hohere Ableitungen sind moglich. Beispiel 2. Ableitung

Z(t) = AZF(t—1)+€t)
y(t) = (1,0)Z(t) + n(t)
mit
2 —1 ﬁ o? 0
A= (1) an~vee o= (5 )
Kommt aus

Trat+1)—2z(t)+a(t—1) z(t+1)=220)—z(t—1)+e(t+1)

Ferner geht

a(t) = a(t—1)+€(t)
y(t) = a()y(t—1)+n(t)
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was einen zeitvariablen AR[1] Prozef darstellt.
Erlaubt zwei-abhédngige AR-Spektren
Zur Theorie langsam instationdrer Systeme, siche [62]

Ist der Prozef stationér, liefert er einen Schétzer fiir a

6.6 Markov Prozesse

6.6.1 Motivation, Defition, Eigenschaften

Markov ProzeB: s diskrete Zusténde (” Alphabet”)
Beispiele:

e Gen-Sequenzen (A,C,G,T) [70]

e Sprache (Phoneme: ”sch”, "te”)

e Jonenkanile (Konfirmationen) [118, 250]

FOLIE Ionenkanal und patch clamp

Markov-Bedingung (1. Ordnung):
Alle verfiigbare Information tiber z(t + 1) ist durch z(t) gegeben:

plz(t+ )]x(t),x(t —1),...) = p(x(t + 1)|z(t))
Auch vektorielle AR[1]-Prozesse und ODEs fallen darunter!
Zentrale GroBe fiir Markov Prozesse: Ubergangswahrscheinlichkeiten
a;; =plx(t+1)=jlz(t) =14), i,7=1,...,s,
mit Constraint:

Z&Z’jzl, VZ, oder Al=1
J

Formale Analogie zu AR[1] [102]

!Mitunter werden auch Prozesse, die die Markov Bedingung erfiillen als Markov-
Prozesse bezeichnet, nicht so hier.
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Erinnere: AR Model

1 _ (a4 —ax(t)?
p(x(t +1)[z(t) = e
2mo

—

Betrachte s-dimensionale ZV £(t):

(1) = 1, ifa(t) =i, €(t); = 0 fiw j £
(Bemerkung: Liegevektoren)
Wenn z(t) = i, dann

Prob(€(t +1);) = 1] a(t) = ) = ay

damit:

— — —

<+ &) >=¢£(1) A
Auf Grund der Markov-Bedingung gilt:

— —

E(t+1)=&(t) A+ v(t) (6.13)
resp.
't +1)=A"E(t) + (1)

mit merkwiirdigem, diskret-wertigen, aber weiflen Rauschen

— —

i(t) = £(t)— < (€t + 1)) >
mit komponentenweisem Mittelwert 0.

Ubung;:
Zeige fiir ein 3-Zustandsmodell, dafi < v;(t) >= 0 gilt.

Kovarianzmatrix von /(¢) ist singulér.
Beweis:
Da

folgt aus G1.(6.13) :
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6.6.1.1 Stationire Dichte

—

Der Erwartungswert von £(t) definiert die stationére Dichte

—

T =<&(t) >
Aus Gl (6.13) folgt somit:

— —

<Et+1)>=<(t)>A =nr=7A
e A hat einen Eigenwert 1.

e Trotzdem ist der analoge AR[1] Prozef stationir, da die singuldre
Richtung der Kovarianzmatrix grade zu dem zugehorigen Eigenvektor
gehort, siehe [102].

e Alle anderen Eigenwerte sind < 1 und reell.
Betrachte ZRM (ohne Beobachtungsrauschen):

')y = ATEN(t-1)+0"(1)
yt) = (1,2,...,5) (1)
Damit:
Merke:

Spektrum (Markov-Prozess(1.0rdnung)) = Spektrum (ARJ[1]) mit lauter Re-
laxatoren.

Instationaritdtsanekdote
Analogon zu ACF bei kontinuierlichem Zustandsraum:

Aufenthaltsdauer-Verteilung.
Markov Prozess macht exponential-verteilte Aufenthaltsdauern, da

Prob(z(t) =i firt=1,...,7) x a
Nichtmarkovprozesse, z.B.: fraktale Modelle (D > 1)

Aii(tim) = 1—(1—ay) tzln_D
aij(tin) = aity,” i FJ

produziert algebraisch-verteilte Aufenthaltsdauern.
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6.6.1.2 Aggregierte Markov Prozesse

Mindestens 2 Zustédnde sind an Ausgabe nicht unterscheidbar.
ZEICHNUNG Aggregierte Modelle

Unterscheidung dynamisch
m Zustinde aggregiert : Aufenthaltsdauer des aggregierten Zustands m-
exponentiell verteilt:

Prob(zagy(t) =i fir t =1,...,7) =Y ¢;e7/
=1

6.6.1.3 Topologie eines Markovprozesses

Erlaubte und verbotenene Ubergéinge

ZEICHNUNG Topologie

Erlauterung an Ionenkanélen

Betrachtet man einen Markov Prozefl 1. Ordnung in kontinuierlicher Zeit, so

gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P;(t) die Master-Gleichung:
Hier einfach:

R‘ZZ%PJ’—Z%H‘
J J

mit anschaulicher Bedeutung des Zu- und Abflufles von Wahrscheinlichkeit.
Dieses 148t sich zusammenfassen zu:

P = Z P 3451
J
mit Normierung:

Qii = —Z%’, Vi
J#i

Integration gibt den Zusammenhang zwischen Ratenkonstantenmatrix ) =
¢i; und Ubergangswahrscheinlichkeitsmatrix A = a;;
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A =exp(QAt) = 1+ QAL + %(QA:&)Q +...

Effektiv zu berechnen per Padé Approximation [205]
Paper: 19 dubios ways to compute the exponential of a matrix [201, 202]

Bemerkung: Die Umkehrung ist nicht einfach, da Logarithmus von Ma-
trix nicht straightforward.

6.6.1.4 Diskret vs. kontinuierlich VII

Ist ProzeB =zeitkontinuierlich und hat Topologie mit verbotenen
Ubergéngen (g;; = 0 fiir einige ij), so ist a;; i.a. voll besetzt.

Liegt wieder am Hochfrequenten.
Begriinden. Es gibt gesamplet immer alle méglichen Uberggnge.

Zeit-diskret kann man gar nicht von Topologie reden, da es keine ver-
botenen Ubergénge gibt.

Merke:
Zeitdiskretisierte kontinuierliche Dynamik kann keine Topologie entscheiden.

6.6.2 Parameterschitzung in (nicht aggregierten)

Markov Modellen

Da a;; Ubergangswahrscheinlichkeiten darstellen, gelten die Nebenbedingun-

gen:

0<a; < 1 (6.14)

Say =1 . (6.15)

Mit der Startverteilung m; ist die Likelihood einer Realisierung gegeben
durch:

E(Il, B 7xN|aij> = Txy H Ay apiq
t
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Unter Vernachlassigung des Anfangszustandes ergibt Logarithmieren :
L(I’l, . ,I’N|6Lij) = Z 10g Ay gy = Z Z i logaij
t i=1j=1

mit
Nij = Z 1(xt=i,xt+1=j) (6'16)
t

Maximieren der Likelihood unter Beriicksichtigung von -; a;; = 1 per La-
grange Multipliern )\; :
~ S S
Lz, ... znlag) =) ngloga; + > Ni(da; —1)
J

i=1j5=1 7

Ableitung nach a;; ergibt:

ij
A Ny
CLZ‘J _)\
T

Die Nebenbedingung;:

fithrt auf die anschauliche Gleichung;:

N Nij

4y = 6.17
Gl. (6.17) wird bei EM-Algorithmus fiir HMMs entsprechend zu Gl. (6.1)
wieder auftauchen.

6.6.3 Identifizierbarkeit
6.6.3.1 Modellidentifizierbarkeit

Erinnerung aggregierte MM in Ionenkanal-Nomenklatur

ZEICHNUNG C-C-0O, C-O-C und Kreis
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Haben zwei Modelle die gleiche Likelihood, sind sie nicht zu unterscheiden.
Die Modelle sind nichtidentifizierbar.

Ubergangswahrscheinlichkeiten A

(QAL)*
Kl

A =exp(QAt) =

k=0

mit Generatormatrix @) (zur praktischen Exponentiation der Q-Martix, siehe

201, 205]).
0= < Qoo | Qoc )
Qco | Qcc

(21(t) = O, ..., 20 (1) = O; py11(t) = C, ..., Tpgine (t) = C)

und Zustanden:

Fiir nicht aggregierte MM galt:

L(z1,...,TN|0i) = Tay Qi 2y - oy 2y

Fiir aggregierte MM gilt:

L(z1,...,zn|a;) = > Ty Gy g -+ Aoy oy l, it 1=
x1,...,xNE€{0,C}

Theorem [157]:
Seien ) und Q’ zwei Generator-Matrizen von Markov Modellen.
Existiert eine Ahnlichkeitstransformation

Q' =$7Qs

. SOO 0
5= (%)

mit

und
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J
sind die Modelle nicht identifizerbar.

Comment: Dieses entspricht den nichttrivialen Eichfreiheiten des ZRMs, nur
sind die Auswirkungen hier fundamentaler.

Beweis:
Aus
(QAL)*
A =exp(QAt) = T
k=0
folgt
A =S71AS
Mit

7 =S Bemerkung: dndert 7o und 7o nicht

gilt fiir die Summanden in Gl. (6.18):

/ ! /
Ty By s ...,axN_lle
-1 —1
= (M, 9) (S gy 205), oy (S Ay _yanS) 1
= Mg Opyqoy -5 Ozy_ oyl

Nichtunterscheidbare Modelle produzieren (natiirlich) identische Verweilzeit-
verteilungen.

Beispiel:
Betrachte C-C-O Modell

ZEICHNUNG C-C-O mit a,b,c,d

mit Generator-matrix Q(¢—¢-9)
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—d| 0 d
QE—C=0) = 0 |—a a
c | b —(b+e)

Die Eigenwerte der Qo Submatrix sind:

1
A172:§(&+b+c)i\/(a+b+c)2—4ac

Wihle Ahnlichkeitsmatrix S:
mit

ergibt sich:

S—IQ(C—C—O)S
—d d(c—X2) d(A1—c)
A1—X2 A1—=A2

- At -1 0 ) (6.19)
A2 0 — Ao
—d|f g

= e |—e 0 (6.20)
h |0 —h

_ Qlc-0-0)

Da a,b,c,d > 0, folgt Ay >¢c> Ay >0

Und damit e, f,g,h >0

Ergo: Das Ergebnis ist also eine verniinfige Generatormatrix.

Der Schritt von GL.(6.19) nach Gl. (6.20) kann umgedreht werden.
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Damit folgt:
Fiir jedes C-C-O-Modell gibt es ein dquivalents C-O-C Modell und vice versa.

e Gilt auch fiir C-C-O, C-O-C und Kreis-Modell.

e Da Kreis-Modell 6 Parameter hat, C-C-O, C-O-C aber 4 Parameter,
konnen nicht alle Parameter des Kreismodells unabhéngig aus Daten
bestimmbar sein.

Die Modelle sind unterscheidbar, wenn Ratenkonstanten von Bedingungen
abhéngen und Versuche unter verschiedenen Bedingungen vorhanden.

Wenn Modelle nicht unterscheidbar sind, muf} gelten:

rank Qno = rank Qco
rank Q- = rank Qoc

Ahnlichkeitstrafos erhalten den Rank, Beweis durch Hinschauen.

Demzufolge sind die Modelle
OOCC (rank Qco = 1) und OCCO (rank Qco = 2) unterscheidbar.

6.6.3.2 Parameteridentifizierbarkeit

Frage: Gegeben ein Modell, konnen alle Parameter bestimmt werden ?
Kontinuierliche Nichtidentifizierbarkeit bedeutet: Zu viele Parameter

Maximale Anzahl identifizierbarer Parameter in aggregierten Mar-
kov Modellen [80, 81]
Sei

e 7o (m¢) die stationédre Dichte der Offen (Geschlossen)zusténde
e up (uc) ein Vektor mit allen Komponenten = 1

Dann ist die Dichte fo(t) der Offenzeitverteilung:

fo(t) = 7o €990 Qoo uc

Diese 1a83t sich schreiben als:
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No
fO (t) — Z o eAit
=1

Analog:

No
fo(t) = e e Qoo up =Y Bj e’
Jj=1

Ebenso erhdlt man fiir die zweidimensionale Verteilung foc(t,s) fir eine
Offenzeit t gefolgt von einer Geschlossenzeit s

foc(t,s) = 1o 909" Qoc €99 Quo uo

und

No Nc¢

fOC(t, S) = Z Z Vij eAit—I—sz

i=1j=1
mit den selben Parametern \; und w; wie bei den eindimensionalen Vertei-
lungen.
Analog:

No N¢

feo(t,s) =) 6 pwis At

i=1j=1

M.K.z.:
Alle hoher-dimensionalen Aufenthaltsverteilungen bestimmen sich aus den
zwei-dimensionalen.

Alle Information iiber den Prozef steckt in den 1 & 2D Verteilungen.
Freie Anzahl deren Parameter legt die maximale Anzahl bestimmbarer Pa-
rameter in () fest, in Umdrehung der obigen Gleichungen.

Maximale Anzahl identifizierbarer Parameter

o Es gibt No + N¢ Parameter \;, w;.



172KAPITEL 6. PARAMETERSCHATZUNG IN DYNAMISCHEN SYSTEMEN

o [ foc(t,s)ds dt =1, folgt: NoN¢ — 1 freie Parameter in ~;;

e Die marginalen Dichten miissen iibereinstimmen:

[ foctt,s)ds = [ feols,t)ds

und

[ foctts)dt= [ feots,t)dr

Dieses fiihrt auf:

N N
SN N,
=1%o =1 W
und N N
05, 0 A
i “Vij
—_ = e = N
pat AZ ;AZ7 J ) y LVC

e Dieses gewéhrleistet Normierungsbedingung an foo(s, t) und damit an
(5]'2'.
e Die Gleichungen geben fiir jede Spalte und Zeile von ¢;; ein Constraint,

bleiben (No — 1)(Ng — 1) Freiheitsgrade.

e Damit Gesamtanzahl der Freiheitsgrade, i.e. der (maximal) bestimm-
baren Parameter:

No + No + (N()NC — 1) + (NO — 1)(NC — 1) = 2NoN¢

Beispiel C-C-O Kette vs. Kreis-Modell

Gateway-Zustand

Zerfallt ein Gating Schema bei Entfernung eines Zustands in zwei getrenn-
te Graphen, von denen einer nur offene und der andere nur geschlossene
Zustédnde enthalt, so heifit dieser Zustand Gateway-Zustand.

Dann

e faktorisieren die Verteilungen foc(t,s) und feo(t, s).
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e verringert sich die Anzahl identifizierbarer Parameter weiter, z.B.: das

Loop Modell:

ZEICHNUNG: Nichtidentifizierbares Loop-Modell

Hinreichende Bedingung fiir die Nichtidentifizierbarkeit [313]
Erinnere Ahnlichkeitstransformation

Q' =$7Qs

. SOO 0
5= (%)

mit

und
Z Si;=1 Vi
J
Betrachte Ahnlichkeitstransformationen nahe der Identitét
S(e=0)=1

Parameternichtidentifizierbarkeit bedeutet,

e daf} )’ gleiches gating Schema wie () représentiert, gibt m Constraints

e aber S nicht-trivial ist.
Damit:
e S hat (No(No — 1)) + (Ne(Ne — 1)) Freiheitsgrade.
e m werden festgelegt.
e —> Dim(€) = (No(No — 1)) + (Nc(N¢ — 1)) —=m

e Dim(€) > 0 = Modell nicht identifizierbar.
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Dieses Nichtidentifizierbarkeitskriterium kann Nichtidentifizierbarkeit auch
zeigen, wenn 2N Ne Grenze nicht erreicht.

Loop Modelle mit gleichen O/C-Verweilzeiten
ZEICHUNG Loop-Modell

e Man kann konstruktiv (wie oben) zeigen:

Obiges Loop-Modell ist dquivalent zu dem Loop-Modell:

ZEICHNUNG: dquivalentes Loop-Modell (alle Zustidnde ausgetauscht
zu oben)
e Betrachte obiges mit gleichen mittleren Offen- oder Geschlossenzeiten.

e Man kann zeigen:

Es gibt eine kontinuierliche zweiparametrische Transformation, die

— die Likelihood invariant 143t

— die das Gating-Schema invariant 1483t

e Folge:
Sind Offen- oder Geschlossenzeiten identisch, sind die Parameter des
Modell nicht identifizierbar.

e Fast gleiche Verweilzeiten:

— Hesse Matrix schlecht konditioniert
FOLIE Condition number

— Oder: Parameterschétzfehler grof3.
FOLIE relative errors I

— Sehr langsame Konvergenz der Schitzfehler.
FOLIE relative errors II

Ist das System im thermodynamischem Gleichgewicht, gilt fiir Loops:

Produkt der Raten rechtsrum = Produkt der Raten linksrum
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Dieses legt eine Rate fest.
Detailed balance verletzt: Es gibt eine externe Energiequelle.

e Obige Eichtransformation hat zwei Freiheitsgrade
e Detailed balance legt einen fest
e Es gibt immer noch Nichtidentifizierbarkeit

e Speziell: Es gibt kontinuierlich Transformation zu Modellen, die
detailed balance nicht erfiillen [313].

Merke:
Sind Offen- oder Geschlossenzeiten gleich, kann die Frage nach detailed ba-
lance nicht beantwortet werden.

Zusammenfassung:
Aggregierte Markov-Prozesse:

e Es gibt ununterscheidbare Topologien [157, 138, 315].

e Es gibt Obergrenze fiir Anzahl bestimmbarer Parameter [80, 81].

e Detailed balance ist bei identischen Aufenthaltszeiten nicht, bei
dhnlichen schwer zu entscheiden [313].

6.6.4 Likelihood Ratio Tests

Beste Theorie-Literatur: [51]
Nomenklatur:

e Gegeben eine Modellklasse M mit Parametervektor 6 C R".
o Wahrer Parameter: 6,

e Geschitzter Parameter, basierend auf N Daten: Oy
Erster LRT:

e Hy: M ist wahr
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e M, : M ist nicht wahr

Annahmen:
1. Die Parameter 6 liegen nicht auf dem Rand des Parameterraums.

2. Die MLEs sind asypmtotisch normal, i.e.:
VN(Oy — 6p) = N(0,%)

mit

LN\
=N ( 96,00,

3. Das Modell sei identifizierbar, i.e. § ist eindeutig aus den Daten zu
bestimmen, siehe Kap. 6.6.3.

dann gilt:

2[Ly(On) = Ln(00)] ~ X7 - (6.21)
(Differenz der log-likelihoods ist ratio der likelihoods)

Beweis:

~

Ln(00) = Ln(Ox) + - Lo(On) (60— Ox) +

00,
L 00— 83 =2 Ly () (80 — ) + Ol — b [?)
2 0 N aelaej N\UN 0 N 0 N

2. Term RHS =0 wegen MLE.

Vernachlédssigung von Termen hoéherer Ordnung

>~ dreht die Korrelationen der éN raus.

Lose auf nach 2(L(Ay) — L(6y))
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Da L(6p) nicht bekannt, eher von theoretischem Interesse.
Aber [288]:

e Schitze 6y aus allen Daten
e Viele éN aus Datenstiickchen

e Teste, ob Verteilung 2(L(0x) — L(6,)) stimmt

2. LRT: Gegeben zwei Modelle

e M, (ein Untermodell) mit r; Freiheitsgraden (#;) (von)

e M, (generelles Modell) mit ry Freiheitsgraden (6s)
Einfachster Fall:

e M;: 1. Komponente von 6; = 42
e Ms: 1. Komponente von 6y C R

e ry=ry9—1

Annahmen:

1. Die Modellklassen sind geschachtelt ("nested”), i.e. eine ist Obermo-
dellklasse des anderen

Gebe Beispiel fiir nicht-genested.

2. Die Modellklassen sind richtig spezifiziert, i.e. in ihnen ist das wahre
Modell

3. Die MLEs sind asypmtotisch normal.
4. Die wahren Parameter liegen nicht auf dem Rand des Parameterraums

5. Alle Parameter sind identifizierbar unter der Nullhypothese.
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Dann gilt asymptotisch:

Beweis:
Teile Parametervektor 6 in (1, \)
Sei Untermodell gegeben durch Fixierung von v auf g

Durch Taylorentwicklung um Maximum Likelihood Schitzer, ergibt sich fiir
den Likelihood Ratio

LR = 2(L(1, ) — L(b0, Ao)))
mit § = (1), \) den wahren Werten, folgt:

pr=20(5. 0= 473 )68 (74 )~ (20 = Go = 3o - o)

Ist die Nullhypothese wahr gilt 1) = 1y, und bewiesen.

Merke:
Asymptotik der LRTs aus asymptotischer GauBlianitéit der Schétzer.

Merke besonders:
LRT ...

e ... beurteilt hohere Erklarungsméoglichkeit komplexerer Modelle in An-
betracht der htheren Anzahl der Parameter (Occam’s Rasor).

e ... legt eine Skala der Beurteilung fest.

Bemerkung:
Fiir den Regressionsfall:
Asymptotisch: LRT= F-Test

Verwandte Tests [40]
Graphische Veranschaulichung des LRT

FOLIE [40]

Bestimmt Differenz der log-likelihoods durch Gucken an 2 Punkten.
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6.6.4.1 Wald-Test
Idee:
o (0 —" 42")2 soll "Klein” sein.
e Skala durch Kriimmung der log Likelihood

Am obigen einfachsten Beispiel :

. 9?2 .
W = (fy —" 422 La(0
(62 ) 80,00, v(02)
Im vektoriellen Fall:
W = (0, =" 42") > Ly (02) (05 =" 42"
80,00,

Asymptotisch: Unter Hy: W ~ x2, _,
FOLIE [40]

Bestimmt Differenz der log-likelihoods durch Extrapolation basierend auf
Obermodell (geschitzer Parameterwert und Kriimmung der log-likelihood).

Entspricht Test auf Parameter mit Null vertrédglich. Eigentlicher LRT ist
besser.

6.6.4.2 Lagrange Multiplier-Test
Idee:

e ZLn(6:) soll "klein” sein.
e Skala durch Kriimmung der log Likelihood

Sei 5
S(0) = %LN(Q), (S wie Score)

dann

2

LM = 5("42") 55—
iUVj

LN (//42//)5(//42//)
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FOLIE [40]
Asymptotisch: Unter Ho: LM ~ x2,_,.

Bestimmt Differenz der log-likelihood durch Extrapolation basierend auf Un-
termodell (Steigung und Kriimmung der log-likelihood).

6.6.4.3 Nicht-Standard Testsituationen

”Nicht-Standard” meint: Annahmen fiir obige Resultate nicht erfiillt.
Héaufigste Fille

e Unter Hy liegt Parameter auf dem Rand des Parameterraums [263, 312]

Folge: Schitzer kann nicht Gauf-verteilt sein.

e Parameter ist unter der Null nicht identifizierbar [106, 9]. Verteilung

unklar.
Betrachte
b
ZEICHNUNG O-C-C vs. 0-O-C «—  C nach # of States paper [314]
a

Hy: Wahre Model € T’
H,: Wahre Model ¢ T
oder
Hy:56=0
Hi:b#0
Folge:

1. b ist unter Hy auf dem Rand des Parameterraums.
— MLE kann nicht Gaufiverteilt sein.

2. a ist nicht identifizierbar unter H,.
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Ad [1.):

e Ist der Rand simple und bekannt, gibt es analytische Resultate (sehr
schon in [263])

e Beispiel: skalar, sonst a la oben: b > 0, Halbebene.

Statt GauBverteilung :

— Potentiell negative Werte werden 0
— Potentiell positive Werte bleiben, wie gehabt
— Erklarende ZEICHNUNG

e Test Statistik:
A A Ly, 15
2[Ly () = Ln(01)] ~ 5x0 + 5X3
X2 erkldren, ZEICHNUNG Normal vs. Nichtstandard

e Merke:
Beriicksichtigt man ”Parameter auf dem Rand” nicht, wird der
Standard-Test konservativ.

Ad [2.]: Schwierig
Parametrischer Bootstrap:

e Fitte Untermodell an die Daten

Realisiere viele Zeitreihen

Fitte jeweils Unter- und Obermodell

Bestimme daraus empirische LR-Verteilung

Basiere Test auf o Quantil der empirischen LR-Verteilung
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6.6.4.4 Nicht geschachtelte Modelle

[312]

Sind die Modelle nicht geschachelt (non-nested) koénnte man allgemeines
Obermodell als grofie Schachtel nehmen.

Verbietet sich fiir aggregierte Markov Modelle, da

e Anzahl der identifizierbaren Parameter begrenzt, siehe Kap. 6.6.3
e Dann stiandig Nicht-Standard Test Situationen auftauchen wiirden

Ausweg fiir non-nested Models mit gleicher Anzahl offener und geschlossener
Zustande siehe [316].

6.6.4.5 Ein Beispiel: Test auf detailed balance

ZEICHUNG Loop-Modell

Ist das System im thermodynamischem Gleichgewicht, gilt fiir Loops:

Produkt der Raten rechtsrum = Produkt der Raten linksrum

Dieses legt eine Rate fest.
Detailed balance verletzt: Es gibt eine externe Energiequelle.

LRT auf detailed balance

e Hj: Detailed balance ist erfiillt

e H;: Detailed balance ist nicht erfiillt

2(L(62)) — L(6:))) ~ X%

Aber:
Erinnere Dilemma III des Testens: Statistical significance vs. specific rele-
vance
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e Ratenkonstanten g¢;; hingen mit Aktivierungsenergie E;; {iber Arrhe-
nius’ Gesetz zusammen

Eq

qij X 6_(”)

<.

ZEICHUNG zu Aktivierungsbergen

e Typische Skala gegeben durch

— Membranpotential

— Elementarladung.

EO ~ 10720J
e Detailed balance :
Eg + Fog + B3 = B3 + E3g + By

e respektive:

0 =log <M> =:logV
4139324921

e Wenn detailed balance verletzt, bestimmt
kT logV = Ey

die natiirliche Skala.

e Beim Raumtemperatur:
logV ~ 2.6

gibt kritischen (fachspezifischen Wert)
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Kap. 6.6.3: Detailed balance Modelle mit gleichen Offen-, respektive Ge-
schlossenzeiten sind nicht identifizierbar.

Folge [313]:
e Der Test hat in diesem Fall keine power.

e Bei dhnlichen Zeiten folgt verminderte Power.

6.7 Hidden Markov Modell

Literatur:

R.J. Elliott, L. Aggoun, J.B. Moore: Hidden Markov Models : Estima-
tion and Control [74]

e L.R. Rabiner: A tutorial on hidden Markov models and selected appli-
cations in speech recognition [229]

e J.D. Hamilton: Time Series Analysis [102]
e A.B. Poritz: Hidden Markov models: A guided tour [224]

Ist der Zustand xz(t) nicht direkt beobachtbar, sondern bestimmt nur die
Wahrscheinlichkeit p(y(t)|x(t)) der Beobachtung y(t), so spricht man von
einem HMM.

Beispiel:

1 _ (y—pi)?

py(®)]x(t) = i) = N o7

HMM Zeichnung mit Aggregierung
e Formal ist Aggregierung im Markov Modell ein Spezialfall eines HMM.

e Inhaltlich sollten aber die Auswirkungen der Aggregierung von denen
des Beobachtungsrauschen auseinandergehalten werden.
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6.7.1 EM Algorithmus im HMM, Baum-Welsh-
Algorithmus

Reminder: (Nicht aggregiertes) Markov Modell:
Likelihood

‘C(xla s 7'77N|aij) = Tgy H &Itwt-',—l
t

log Likelihood (i.w.)

L(ZEl, c. ,xN|aZ-j) = Z lOgag;ig;tJrl = ZZ”U lOgCLZ‘j
t

i=1j=1
mit
Nij = Z 1($t:i,$t+1:j)
t
egibt:
N Nij
;5 —
’ 225 N
Bei HMMs
e Problem:
Der Zustand z(t) ist nicht mehr eindeutig aus der Beobachtung y() zu
erschlieflen.
e Damit:

Mochte man Likelihood berechnen, mufl man jede Kombination der
Zusténde iiber die Zeit ("Pfad”) gemé&f ihrer Wahrscheinlichkeit
beriicksichtigen :

ZEICHNUNG des Netzes der Zustande

Bei S Zustinden und N Daten ergibt dies eine Komplexitit von O(SY)
Pfaden, was sehr schnell nicht mehr behandelbar wird.
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e [Osung:

forward - procedure : Bestimmung der Likelihood mit Aufwand von
O(N S?) [17] .

— Beruht auf Markov Eigenschaft des Hintergrundprozesses

— Erster Teil des E-Schrittes im EM - Algorithmus.
Definiere :

Oét(l) - p(yh s Yty Tt = Z|0)

oy (1) kann rekursiv berechnet werden:
e Initialisierung :
(i) = mpi(y1)

mipi(y1) erlautern.

Fir das hier betrachtete Gaufische Model ist

1 (yi—;;n?
i — e 2%
Pilye) = =
e Rekursion :
a1 (j) = Z Oét(i)aijpj(yt+1) (6.23)

FOLIE Erklarendes Bild zu «4(7) a la Rabiner, 1989, fig. 5
e Bemerkung: Am Ende ergibt sich die log-Likelihood durch :

L(0) = logp(yn. ... yx16) = log Y~ an (i) (6.24)

Dies kann zur Parameterschitzung per numerischer Optimierung ge-
nutzt werden, siehe Analogie zum Kalmanfilter.
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Bemerkung:

Die ay(i) werden sehr schnell sehr klein. Um numerischen Underflow
zu vermeiden, werden sie jeweils auf Y-, a;(7) =1 normiert. Man merke
sich den Normierungsfaktor, und verrechne ihn am Ende [74].

Analog zu dem forward - procedure 143t sich das backward - procedure defi-
nieren (2.Teil E-Step):

Bi(@) = p(Yer1, - - - yn, T = i]0)
e Initialisierung:
Bn(i) =1, (Konvention, wird durch Normierung zu transientem Effekt)

e Rekursion

Be(i) = Z aij B 1(7)Pi (Yer1)

FOLIE Erklarendes Bild zu ,(i) a la Rabiner, 1989, fig. 5

(Gemeinsame) Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ in Zustand ¢ und zu t+ 1
im Zustand j zu sein, gegeben die Beobachtungen ist:

_ (1) aip; (Ye1)Bra (J)
326 25 (i) aigp; (Yes1) Ber (4)

Vi (1)

FOLIE Erklérendes Bild zu v;(t) a la Rabiner, 1989, fig. 6

Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ in Zustand 7 zu sein, gegeben die Beob-
achtungen, ergibt sich durch Summation iiber j:

Wi(t) = Z%’ (t)

;;(t) und W,(t) sind die Analoga zu n;; aus G1.(6.16) und 3=, n,; aus G1.(6.17)
dar, nun gewichtet mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.
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e Im allgemeinen Ansatz des EM - Algorithmus stellen die v;;(¢) die
entscheidende Grofle dar.

e In ihnen ist die Information iiber den versteckten Prozef3, gegeben die
Daten und eine Schétzung der Modellparameter aus dem vorangegan-
genen Iterationsschritt, zusammengefafit.

Erinnere EM Algorithmus und:

A0, Q(i)) =<logp(y1,---,yn,T1,--.,xN|0) > (1N ey 0D)

= Z p(xb'"axN‘yl?"'7yN79(i))logp(y17"'7yN7xla"'7xN’6)
alleP fade

= Z p(x1, .., TNy, - - ,yN,Q(i))(logp(xl, o xn|0)+Hogp(yr, - - yn|Te, - 2N, 0))
alleP fade

1488t sich nun explizit ausschreiben:

A(6,6%) Z‘I’ ) (log(;) +Hlog(p(y1| =1 = 7) +ZZ% (log asj+log p(yes1|Tiyr = 7))

Die Ausgaben sind ”bedingt unabhéngig”.

e Wir vernachléssigen den zeitlich ersten Term wiederum und definieren
zur Vereinfachung :

1(aij) Z Z ¥i;(t) log aj

und

,Uwaz ZZ%] lng yt+1|xt+1 - ])

e Ausfiithren der Summation {iber ¢ und Einsetzen der Gaufverteilung in
der letzten Gleichung fiihrt zu

Qa(piy05) = ZZ‘I’ ) log p(yi|z: = j)

(yi—nj)?
1 -
— W,(t)1 203
ZZ ) log ( Nork )
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e Damit ist der E - Schritt des EM - Algorithmus abgeschlossen.

e Der M - Schritt 148t sich analytisch vollziehen.

Ableiten nach den Parametern liefert:

o 2 Vi(t)ye
’ 24V (t)
- 2 V() (e — f1)°
’ 24V (t)

mit der anschaulichen Interpretation, dafl die Daten zu jedem Zeit-
punkt mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit, dafl der Prozefl im
jeweiligen Zustad war, in die Schitzung eingehen.

e Die Schiitzung fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten muf die Neben-
bedingung G1.(6.15) >=; a;; = 1 beriicksichtigen. Diese geschieht wie-
derum durch Lagrange Multiplier :

Q1(ay) = Qu(ay) + Z Ai Z(aij —1) (6.25)

e Nullsetzen der Ableitung nach den Parametern a;; und den Lagrange
Multipliern A; fithrt zu :

. > i (t)

Q;5 =
T (1)
mit der gleichen anschaulichen Begriindung wie zuvor.

Mit den erhaltenen Parametern wird im néchsten E — Schritt wiederum mit
Hilfe der forward - backward procedure die auf diese Parameter bedingten
Wahrscheinlichkeiten berechnet und das Verfahren iteriert, bis sich keine we-
sentlichen Anderungen in den Parametern mehr zeigen.

Die Nebenbedingungen Gl. (6.14,6.15) werden automatisch erfiillt.

Schétzung der Ratenkonstanten durch Parametrisierung der a;;

aij = ai;(¢i;)
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und numerisches Losen von Gl1.(6.25), siehe [196].
Fiir Anwendung siehe [19]

Meditation, warum man das Ganze iiberhaupt braucht, auch ZRM.
e Auswirkung auf geschéitzte Raten beim HMM:

— Zustand nicht mehr festzustellen:
- CLZ‘j = 1/8
— White noise Prozef

e Parameter beim ZRM:

— FError-in-Variables-Problem

— x(t) = ax(t—1)+€(t) geht mit @ — 0 gegen WN-Prozefl z(t) = €(t)

6.7.2 Viterbi Algorithmus

FEine sinnvolle Frage:
In welchem Zustand x; war ich zur Zeit t am wahrscheinlichsten ?

_ o(D)Bi(5)
Sz () B ()

%(i) = P(xt = i\yl ..... Nae)

@ = argmax(7,(i))

Andere Frage:
Welches ist der wahrscheinlichste Pfad {z7f,23,..., 2y} 7

Losung:
Viterbi-Algorithmus, ein Spezialfall der Dynamischen Programmierung [2]:

e Losung riickfithrbar auf Teillosungen
e (Vorwirts-)Berechnung der Teillssungen

e (Riickwirts-)Bildung der Losung aus den Teillsungen
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Definiere:

6:(i) = oy 08X P(xy,29,..., 21,0 = i|yr, 1, 0)

Offensichtlich:
Or1(J) = [max(ét( )a”)} Pj(Yer1) (6.26)
Vergleiche mit der a4 (j)-Rekursion, Gl. (6.23) im forward-Algorithmus:

O4t+1 Z Oét al]p] ytJrl)

Definiere:
Yi1(j) = arg max(ét( )am)

um den Gewinner aus Gl. (6.26) zu tracen.

Damit :

e Initialisierung:

0n() = mpi(y), i=1,...,s
(i) = 0

e Rekursion:

pj(yt+1)

Seni) = [max(@(iay)
Vea(j) = argmgX(fSt(')&ij)

e Abschluf:
'y = argmax(dn (7))

e Pfad backtracking:
ri_y = ()

ergibt wahrscheinlichsten Pfad

{z7, 25, ..., 2N}



192KAPITEL 6. PARAMETERSCHATZUNG IN DYNAMISCHEN SYSTEMEN

e Komplexitit: O(Ns?) statt naiv: O(s").

Die Grofie

wird selbsterkldarend auch als Pfadlange bezeichnet.
Fiir Anwendung siehe [82]

Beachte:
e Parallelitat und Unterschied zum Kalman-Filter.

e Beide Verfahren produzieren keine typischen Pfade

6.7.3 HMM Erweiterungen
Bisherige HMM Annahmen:

e Rauschen ist weif3
e Daten werden nicht gefiltert
Bei Ionenkanilen:
e Kapazitive Effekte der Zellmembran
e Frequenzgang des Verstérkers

e Anti-alaising Filter (hier besonders wichtig)

ZEICHNUNG blaues Spektrum der Daten, Anti-alaising Filter

Mathematisch:
Nicht weilles Rauschen und Filtern der Daten zerstoren
bedingte Unabhingigkeit p(y|z;).

" Einfachster Fall”:
Rauschen und Filter seien linear, i.e. ARMA-Prozesse.
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Ausgabe des urspriinglichen HMMs: p(z;), o(zy).
Das ergibt (z.B.) den Prozefl Z:

b
Zy = Z Xitt(Te—i) + 1
i=0
p q
mo= > @i+ Y bio(z)e
i=1 =
Behandelt alle obigen Félle

Anderes Setting: Regime switching [102]:
Zeitdiskretes 2 Zustands-AR[1] Modell mit Ubergangsmatrix:

P11 P21
P21 D22

und Ausgabe:

(e — p(xe)) = a(yer — p(re-1)) + &
( =1) = m
( =2) = pp

Geht analog auch mit a = a(x;)
Parameterschitzung

Betrachte 2. Beispiel:
Grundidee: Aufblahen des Zustandsraums.
Definiere Zustande:

s, =1 i xy=1lundax,; =1
s, =2 if x;=2undx;_; =1
ss=3 if zp=1und z;_1 =2

St = if Ty = 2 und Ti—1 = 2
mit:

1 y — —Qa yi — 2
p(yt|yt71’3t = 17a) = \/%O— eXp{—[( t :ul) 20—2 t—1 ,Ul)] }
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[(yt - ,U2) —a (ytfl - ,Ul)]2

1

Usw...
Dieses 4 Zustandsmodell: "normales” HMM mit parametrisierter
Ubergangsmatrix:

pu pi2 O 0
0 0 par po2

puu pi2 O 0
0 0 par po2

MA-Prozesse schwieriger.
Fiir approximativen MLE, siehe [197]

Besprechung der Anwendung und Modellselektion: [195]

e Vergleich HMM vs. MA gefiltertes HMM zur Behandlung des Anti-
Aliasing Filter bei Ionenkanaldaten

e FOLIE Strome: Fig. 6.4

e Modellselektion durch LRT's:

FOLIE LRTs: Tabelle 6.1
e Ergibt

— ungefiltertes HMM: 2 O-Zusténde
— gefiltertes HMM: 1 O-Zusténde

e Probleme:

— Multiples Testen
— Mogliche Modellmisspezifikation

e Darum : Unabhéngige Checks
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1. Vergleich: Theoretischer mittleren Zeitverlauf der beiden Modelle
mit empirischem:
FOLIE Summenstrome

2. Simulation quasi-kontinuierlicher Daten aus gefiltertem HMM

* Anti-Aliasing Filterung, Sampling

x Reproduktion der Modellselektion und Parameterschéitzung
fiir beide HMMs

e Interpretation:
Ungefiltertes HMM "braucht” artifiziellen 2. Offenzustand, um die
Rauschkorrelation zu erkléren.

Merke:
Modellselektionsergebnisse statistischer Tests sollten durch unabhéngige Evi-
denz erhértet werden.

Zum Merken:

Liste der Nichtidentifizierbarkeiten:
o Aggregierte Zustédnde
e Aquivalente Modelle

Eventuell Parameter

Detailed balance Modelle, wenn Aufenthaltszeiten gleich.

(Zeitkontinuierliche) Topologie, wenn zeitdiskrete Modelle verwendet
werden.

Zustdnde im HMM, wenn SNR niedrig

6.8 Stochastische Differentialgleichungen

Integration SDEs revisited:
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Ito und Stratonovich, Literatur: siehe [85] Kap.4

Wir hatten oben fiir additives Rauschen in der Langevin Gleichung:

&= f(x)+oe, €~ N(0,1) (6.27)
gesehen:
t+5t
x(t+ 0t) = x(t) + ot f(x(t)) + /t dt' oe(t')
und

/ T ot = oVEte(t)

Formal ist /0t €(t) das Inkrement eines ”Wiener Prozesses” W (t), i.e. Bro-
wian Motion:

Vot e(t) = W (t+6t) — W(t)
Formal korrekt ist SDE in G1.(6.27):

dx = f(z)dt + ocdW

Bei multiplikativen Rauschen wird’s komplizierter

= f(x)+ g(x)e, e~ N(0,1)

o(t + 1) = a(t) + 6t (1) + [ T gl ())et)

Freiheit:
Wie/Wo g(x(t')) in [t,t + §t] auswerten ?

e [to Definition:

Werte an t' =t aus.
x(t+0t) = x(t) + ot f(x(t)) + g(z(t))[W (t + 6t) — W (t)]

Wichtig [W (t+dt) — W (t)] unabhéngig” von g(x(t)): Stichwort ” Mar-
tingal”
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e Stratonovich Definition:

[ argatetr) = 2D I gy 4y vy

- 2
(in manchen Biichern félschlicher Weise: Werte an t' =t + 1/20t) aus.)

Anyway, wichtig: [W(t 4 6t) — W (t)] und g(z(t +9)) + g(z(t)) "inter-
ferieren”.

Umrechnungen

e Gegeben Ito SDE:
dr = a(x)dt + b(x)dW
mit

— a(x): Drift-Term

— b(z): Diffusions-Term

ergibt sich (mit Taylor-Entwicklung in richtiger Ordnung) Stratonovich
SDE:

dz = (a(z) — %b(:ﬂ)@xb(:ﬂ))dt + b(z)dW

ein zusatzlicher Drift-Term.

e Entsprechend:

Stratonovich SDE:
dr = a(x)dt + b(x)dW

ergibt Ito SDE:

dz = (a(z) + %b(x)&xb(x))dt + b()dIV

Stratonovich:
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e Physikalisch natiirlich fiir kontinuierliche Prozesse (mit nicht-weiflem
Rauschen)
e Natiirlich unter Variablen Transformationen
e Dem Martingal-Kalkiil nicht zugénglich

o Fiir mathematische Beweise schwer

e Physikalisch natiirlich fiir zeitdiskrete Prozesse
e Unnatiirlich unter Variablen Transformationen (Ito’s formula)
e Dem Martingal-Kalkiil zugénglich

e Fiir mathematische Beweise geeignet

Langevin Gleichung beschreibt die Zeitentwicklung der Observablen.
Fokker-Planck-Gleichung die Zeitentwicklung die Dichte p(z, t) des Prozesses.

... eine PDE.

Integrations-Schrittweiten Wahl:

e Fokker-Planck-Gleichung:
Siehe PDE Integrations-Theorie, e.g. [7, 274].

e Langevin-Gleichung:
Wahle Integrationsschritt 6t so klein, dafl sich bedingte Dichte

p(a(t + At)]x(t))

(auf Sampling-Niveau At) nicht mehr dndert. Es folgt : 6t < At

Beispiel: Stochastischer van der Pol:

2 FOLIEN aus STOCHDGL [286]
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6.8.1 Diskret vs. kontinuierlich Teil VIII

GaufBlverteilung des treibenden Rauschens in SDE geht nach Nicht--
Gaufiverteilung das treibenen Rauschens in  Differenzengleichung:
Nichtlineare Differenzengleichungen mit Gaufischen Rauschen sind nicht natiirlich.
Effekt kann schwach sein

6.8.2 Maximum likelihood Schitzung von Parametern
in SDEs

e Gegeben:
N Samples mit Samplinginterval At (T'= NAt) der SDE:

&= f(z,0) + g(z,0)e (6.28)

e Aufgabe:
Schétze 6.

Zwei N — oo Asymptotiken:
e At fixed, T — oo

o At — 0, T fixed

Erste ist praktisch interessanter.

Beachte:

e Auf Integrationsintervall gilt
z(t + 6t) = x(t) 4 0t f(x(t),0) + g(x(t), 0)Vdte

d.h.: 6 148t sich trivial durch least squares bestimmen.

e Auf Sampling-Intervall gilt immer noch:
z(t + At) = h(x(t),0) + v(z,0,¢)

aber von h(.,.) fithrt kein Weg zu 6 zuriick.
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Likelihood:
N-1
Ln(z1,72,...,25|0) = 7(21) H P(Tip1]2, 0)
i=1
resp.

N-1
LN(.CEQ, Ceey [L’N|9) = Z 10gp($i+1|$i, 9)
i=1

Wie immer: 0,15 durch:

d
@LN(.CEQ,...,.CENW) =0 (629)

Erinnere:
4 Ln(.) heiBit Score function.

Eine Moglichkeit: Optimiere iterativ:
e Initial guess fiir #
e [teriere:
— Bestimmung von p(z;1|z;, ) durch:
x héufiges Simulieren von Trajektorien & Kernschitzung von
p(zit1|z;, 0)
* 10sen der Fokker-Planck-Gleichung
Beides spaffrei
— Update-Schritt fiir 6

e Abbruch, wenn sich nix mehr tut

Praktisch nicht machbar.

6.8.3 Quasi Maximum Likelihood Schétzer

Martingale fiir Physiker:
Ein Prozef ist ein Martingal, wenn i.w. gilt:

E(%“%‘—ﬂ = Ti—1
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e Alles was ich jetzt iiber gleich deterministisch wissen kann, ist jetzt.
e "Unabhéngige Zuwachse”

e Verallgemeinerung von WN fiir Prozesse

e Aktien sind i.w. Martingale

e Grundlage vieler mathematischer Beweise

Fiir AR (Markov-) Prozesse gilt:
€ = T; — E(IZ|ZE2_1)

¢; ist ein Martingal Differenz Prozef

Kompensatoren fiir Physiker:
Ist ein Proze kein Martingale, so heifit der Prozef, den man von ihm abzie-
hen muB, damit er einer wird, der Kompensator?

QMLE

e Betrachte formal

d
GN(Q) = @LN(.TQ,...,.TN’@) (630)

in Abhéngigkeit von N als stochastischen Prozef3

e Der Schitzer folgt aus

~

Gr(6) =0 (6.31)

e Nun muBl Gy(f) nicht der Score & Ly (2s,...,xy|0) sein, sondern kann
eine andere Funktion der Daten sein.

e Aber:

Fiir das wahre 6 sei Gn(6) ein zero-mean Martingal:

E(GNJrl’GN) =0

2den wir schon aus Filmen kennen wie ”Der Rabiator”, ”Der Kontrollator”, ...
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e Gl.(6.31) definiert die ”Estimating Function” [91, 117, 90] und einen
QMLE.

e Eigenschaften QMLE

— Unverzerrt

— Konfidenzintervalle > als bei MLE, also konservativ

Quasi Maximum Likelihood Schitzer fiir SDEs
dXt == b(Xt, Q)dt + O'(Xt, Q)th
F.s.0.c: Annahme: Additives Rauschen: o(X},0) = o.

Ansatz:
Das Inkrement X; — X, ; sei normalverteilt mit Mittelwert b(X;, 8)At und
Varianz o2At

Xi — XZ‘,1 ~ N((XZ - Xifl) - b(XZ, H)At, O'QAt)
Dann ist Beitrag eines Punktes zur log-likelihood:

202 At

Ergibt abgeleitet den Beitrag zum Score:

(X — Xi-1) — b( X, 0)At] V' (X5, 0) At
o2At

oder

b(X;, 0)b' (X;,0)At

2

v (X;,0) (X — Xiy) —

o? o
Damit ist (wére) der Score:

v (X;,0)

o2

Xi, )V (X5, 0)
0—2

Liv(0) =

%

(Xi — Xi1) — Atz i
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e Dieses klappt sicher, wenn At eine zuléssige Integrationszeit 0t ist.
e Ist At nicht klein, fithrt dies i.a. zu verzerrten Schétzern.
e Andersrum: Ly (0) ist kein zero-mean Martingal.

e Idee: Subtrahiere Kompensator, ergibt QMLE.

Der Kompensator ist (lingere Rechnung):

Kompy(9) = 3 P (0 0 -y-ae ys PR OT D
Ergibt:
GN(Q) — Z b’(fia 9) (Xz . E(XZ‘|XZ'_1, 9))

i

e Im Gegensatz zur bedingten Dichte p(z(t + At)|z(t)) fiir den MLE ist
E(X;|X;_1,0) einfach gut auszurechnen.

Fiir Beispiele siehe: [24, 286].

6.8.4 Diskret vs. Kontinuierlich Part IX

Nimmt man an, das Sampling-Intervall At sei ein zuldssiges Integrations-
intervall 6t [31, 32, 268, 93|, kann das zu arg verzerrten Schétzern fiithren
[58, 77, 265, 280].

FOLIE aus STOCHDGL [286]

Oder bei Fokker-Planck frei nach [167]:

At

At
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6.9 Deterministische Systeme

Fiir deterministische Prozesse ist vieles besser als fiir die bisherigen stochasti-
schen, da man eine Trajektorie hat. Das Problem des Beobachtungsrauschens
bleibt bestehen.

Einzubauen, grade wegen nicht Effizienz des MLE: [221]

6.9.1 Parametrische Methoden

Gegeben
o= f(p)
y(t) = g(@t)) +e(ts)
schétze p.
3 Ansitze

6.9.1.1 Regressionsansatz
1. Ignoriere das Rauschen

2. Transformiere:

n

Daf} das immer geht, sichert das Takens’sche Theorem [277].
3. Schiitze Zeitableitungen y) aus den Daten, siche unten.
4. Plug in (x).

5. Schétze p durch nichtlineare Regression:

L) = > @™ () — @™ (), 5" 2 (), ... y(t:), §)

2
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Probleme:
e Benotigt hohes Signal-zu-Rausch Verhéltnis
e Beschriankt auf 2-3 dimensionale Systeme.

e I'(p) ist keine Likelihood. Darum: Schwer, Konfidenz Intervalle fir Pa-
rameter zu bekommen

Fiir Anwendungen, siehe [55, 54, 112]

Ableitungen aus Daten schétzen

e 1.0rdnung:

z(t+ At) = x(t) + At + O(AF?)
o a(t AL —a(t)
T = At + O(At)

Da z(t + At) ~ z(t) wird bei Rauschen auf den Daten dessen relativer
Anteil verstérkt.

e 2.0rdnung:
1
o(t+At) = x(t) + At + 5:}&At2 + O(AP)

z(t — At) = x(t) — At + %a'c'AtQ + O(AP)

o z(t+ At) —a(t — At) 5
T = N + O(At?)

e 7 Alle” Ordnungen:

Fourier-Darstellung:  f(wg) = > e “*a(t)
¢
z(t) = Y e f(wy) ableiten
Wk

ergibt:  &(t) = > iwp ™ flwy)
wi

Zeigt das Problem:
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— Hohe Frequenzen (=Rauschen) werden verstarkt.
— Dabher: Riicktrafo nur bis weyi—of-

— Weut—off > als typische Frequenzen des Prozesses.
FOLIE PLA plot
e Splines, miissen nicht schlecht sein.

Zweite Ableitung in 1. Ordnung:

1
ot +At) = x(t) + AL+ émﬂ + O(At?)

ot —At) = x(t) — $At + %a'c'AtQ + O(AP)

addieren und auflosen
At) — 2 — A
P x(t + At) zg) + x(t t) oA

Verallgemeinerungen analog zu oben.

FOLIE van der Pol Ergebnisse

6.9.1.2 Anfangswertansatz

y(t) = g((

1. Wihle Startschétzung pp und Anfangswert Zo (o).
2. Integriere (1), gibt Z(t;).
3. Berechne g(t;).

3. Schétze pund #(ty) durch Minimierung von :

g;

CFEt) =Y (?J(ti) - @(ti,ﬁ %(to))>2

i
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Vorteil:

e Keine Zeitableitungsschéitzung notig

e Maximum likelihood Schétzer

" Ubliches” 2, aber mit Nebenbedingung ” Trajektorie” nach (1)

e Konfidenz Intervalle aus:

0%X2(p, Z(to))
op?

Problem:

e Konvergenz in lokale Minima

Beispiel:
Lotka-Volterra (Jager-Beute) - System:

T = kixy — kawixo

Ty = k2I1$2—]€3$2
y(t:) = x(ts) +e(ty)

FOLIE Lotka Volterra
Begriinden.

Fiir Anwendungen, siehe [71, 258, 235]

6.9.1.3 Bocks multiple shooting Algorithmus
[27, 28]
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1. Wihle Startschatzungen py.

2. Teile [0,T] in viele Segmente.

3. Wahle Anfangswerte Zy(;) fiir jedes Segment.
4. Integriere (1) in jedem Segment.

5. Beriicksichtige Kontinuitédts Constraint ”sanft”.

6. Schéitze p'und Z(tp) durch Minimierung von
(t) — 9(t:)\°
(B, () =) <M> + 7soft, constraint”

Etweas Formaler:

e Verwende GauB-Newton fiir Optimierung

e Beriicksichtige linearisierte Constraints im up-date Schritt 77 ausbauen
77

Nach Konvergenz
e Constraints sind hart erfiillt

e Verfahren ist dann effektiv Anfangswert- Ansatz

FOLIE Lotka Volterra

Vorteil:

e Groflerer Konvergenzradius als Anfangswertansatz

Problem:

e Aufwendige Numerik
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Fiir Anwendungen, siehe [12, 295, 129]
Verallgemeinerung auf PDEs [204], auf DDEs [130]

All models are wrong, but some are useful (G.E.P. Box):
_

Lange Zeitreihen lassen sich nicht fitten

Cure:

e Zerschneide Zeitreihen in Stiicke
e Fitte Parameter aus Stiicken simultan
Good news:
e Verwende maximal fitbare Léange als Mafl der Modellgiite
e Bei verschiedenen Modellen zur Modellselektion

e Anwendung siehe unten

”Shadowing”-Problem [96].

_—

Chaotische Daten sind i.d.R. nicht beliebig lange fitbar.
Daher wiederum:

e Zerschneide Zeitreihen in Stiicke

e Fitte Parameter aus Stiicken simultan

6.9.1.4 Anomale Fehlerkonvergenz bei deterministischen Syste-
men

Literatur : [128]

Erinnere:

e Schitzung des Mittelwertes von N(u,o?) aus N Daten:

\/N(ﬂ—,u) = N(0,0%) oder 1= N(u, )
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e ”Standard error of the mean” skaliert mir VN

V'N - Skalierung gilt auch fiir

e Regression
e Autoregression
e HMM [198]

e Stochastische DGI

Grund: Im wesentlichen ist das alles y; = ax; + ¢ und jeder Datenpunkt
trégt gleichviel bei.

Vorfaktor der Skalierung fallspezifisch.

Betrachte deterministisches System, 0.B.d.A. Differenzengleichung;:

T, = f(fﬂifl,p)
Yi zi(p) +mi, M ~ N(0,07)

e Parameterschitzer aus:

XZ(p) _ Z: <yl_7xl(p)> 2 min. (6.32)

o

e Schétzfehler Ap = p — pg sei klein.

e Entwickle z;(p)

dz i
dp

zi(p) = xi(po) +gi - Ap,  gi =

Pp=po

gi + Sensitivitdten
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e Fingesetzt:

N
() = o> [yi—z(p))
i=1
al 2
= 02> [zi(po) + mi — zi(po) — gi - Ap]
i=1
N |
= o> m—g- Ap]® = min

&
I
—

e Minimum aus Ableitung

e Ergibt Normalen-Gleichungen

N N
AAp =) migi mit A= g,

i=1 =1

e Kovarianzmatrix :
< ApAp' >=o05, A7

Anschauliche Idee: Fehlerfortpflanzung :
N 2
Ipi
02(]31‘) = ; O—Z’Qdata <8y1>

Wichtig: Skaliert A o< N, so ergibt sich v'N Gesetz.

e Fiir g; gilt (jetzt speziell Determinismus) wegen:

T; = f(xiflap)
die Rekursion
d i 3 i—1 a i—1,
P _Of(x 110)Jr f(z 110)9H
dp _— dp or

und per Induktion:
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e Damit tragt nicht jeder Datenpunkt gleichviel bei. Spéter tragen mehr
bei.

2 Spezialfille
e 1D chaotische Abbildung mit einem Parameter

— Denke z.B. an Logistische Abbildung
(i) =1—rz?(i —1),r € [3.67.., 4]

— Wichtige Grofle: Lyapunov-Exponent: Mifit (lokale) exponentielle
Divergenz benachbarter Trajektorien bei chaotischen Systemen:

1 )

A= lim —,logH

1—00 7

of ()
ox

1
= hm—

1—00 7

af(xz
ox

> log
— GI. (6.9.1.4) umgeschrieben:
9i = ZiUi
mit
i—1 1
zi =[] fo(z;) related to A: A = lim = log |z
=0 i—00

und

i1
Ui = Z fp(xk)zl;il'
k=0

— wu; ist "rauschige Potenzreihe”

* fp(xy) ist beschrankt
* Z,;il zerfallt exponentiel, da chaotisch

x Grenzwert der Potenzreihe: uo,

— Asymptotisch
|2i| = exp(Ai)

und es folgt:



6.9. DETERMINISTISCHE SYSTEME

N N
A = Zg? ~ uoouio Z zf ~ uooutoo 2(62)\)2
i i—1 i=1

N 1

= Ul N 3 (e = uout!

AN
00 07 _ p-2A
i=1

const

A skaliert nicht oc N |
Das heifit konkret:

0_2

N (p—po) = N(0,0%) oder  § = N(po. 55z

— Geht fiir > 1 Parameter nicht mehr gut.

213

* Approximation von A in Gl. (6.33) wird singulir, da usul,

Rang 1 hat
+ Empirische Skalierungen: N, N3/2

e Periodische Systeme

— Betrachte periodisches System mit einem Parameter p. Periode:

7(p).
— Dann gilt:

z(t,p) = f(w(p)t,p), mit f(¢,p)2r — periodisch in ¢.

— Annahmen (0.B.d.A.):
« Samplingintervall: At = 7(po)/M, M € N
« Beobachtungsliange: K7(py), K €N
— Dann: et =kM +m, k=1,... K, m=1,..., M

— Sensitivitéten g; :

d .
9 = - f(w(p)iAt,p)
p _
P=Po
dw

0 . .
= —f(w(po) zAt,po)zAtdp

99

(6.33)

4 %f(w@o)mapo)(@s@
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— 1. Fall: Parameter p hat keinen Einflul auf Periode: ‘é—: =0

x Dann gilt wegen 27 Periodizitét:

%f(w(po)(kM +m)At, po)
gpf(w(]?o) m At, po)

x Fiir A folgt:

KM K
1=1 k=1

mit
2

A = Z w(po) m At, po)

* A; ist unabhingig von k, A ist o« K und es folgt ” v/ N Gesetz” .

— 2. Fall: w héngt von p ab: 7é 0

« 1. Term in Gl (6.34) 1st O(i) (O(k))
% 2. Term in Gl (6.34) beschrénkt, da g—]; periodisch: O(1)

x Entwicklung von g; in Potenzen von k

9i = 88¢ (w(po) m At, po)kMAtfl—w"‘O( 1).

Restterm enthélt auch m-Term aus (kM + m).
* Es folgt mit A =3, ¢? :

K
1
A=>"KA+O(k) = §K3A2 + O(K?)

M T dw]?
Ay = mz:l 8¢f( w(po)mAL, po)MAtd—p

unabhéngig von & (und 1)
+ Damit ist A oc K® und es folgt ” N3/2” Skalierungsgesetz.
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6.9.1.5 Optimale Versuchsplanung

Literatur: [177, 333, 75
Motiation:
Gegeben

e Ein lineares Regressionsmodell y; = ax; + €

e die Moglichkeit im Intervall [-1:1] viermal zu messen

Frage:
Wo mifit man, wenn man moglichst geringe Schétzfehler fiir a erhalten will ?

Ubertrag auf ODEs:

e Betrachte System mit Input «

T = f(a:,p,u)
y(t;) = h(z(ti,p,u)) +n(t:), nt;)~ N(0,0%)

e Analog zu oben Sensitivititen g; :

. dh;
h(x(ti, p,u)) = h(x(ti, po,w)) + gi - Ap,  gi = y
P | _
P=Po

e Wie oben:

N

A= g9t

i=1

e Kovarianzmatrix :
2 1 ! .
< ApAp' >= 05,,A”" = min (6.35)

— Wann messen ? t;
— Was messen ? h(.)

— Wie das System storen 7 u(t)

e Gl. (6.35) numerisch optimieren
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6.9.1.6 Schitzung der Varianz des Beobachtungsrauschens

Zur Ermittlung der Vertrauensintervalle fiir die Parameter ist es notwendig,
die Varianz des Beobachtungsrauschens zu kennen. Diese 148t sich durch

g 2 Nl( ._M)Q

3(N —2) ; 2

schétzen [234].
Das Rice-Procedere:

e 1; wahrer Wert, y; beobachteter Wert y; = x; +1; 7, ~ N(0,0?)
e Bilde j; = Y=1t=t
o §i= @i+ il ~ N(0,%)
e Bilde i)y =9 —vi =10 — i
e Da Varianzen additiv:
&7 =2/3(m)?
e Mittle iiber ¢
Ist Beobachtungsrauschen nicht unkorreliert, liefert dies verzerrte Schétzer.
e Positiv korreliert: Unterschitzung (schlimm)
e Negativ korreliert: Uberschiitzung (nicht so schlimm, aber drgerlich)

Cure:

Verwende Punkte y; mit groBerem Abstand, v; k., yi, Yivk
Dann sind die Fehler wieder weif3.

FOLIE Henning DA

Alternative: Schaue im hochfrequenten Bereich des Spektrums

Vorteil des Rice-Verfahrens: Man kann z.B. Fehlermodelle 4 la 0 o z,
Poisson-Rauschen bei Intensitétsdaten, ermitteln
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6.9.1.7 Identifizierbarkeit
Literatur: [302], Uberblick: [46]
(I) Identifizierbarkeit des Zustandes

e System mit bekannten Parametern, kann man den Zustand & aus den
Daten y ermitteln 7

e Beispiel: Lineare Systeme:

&1
|

Ax, ©¥e€R™

e Betrachte:

y = CAx
j = CAAx

y" Tl = CA.. Ax

-1

e Zustand identifizierbar, wenn Matrix invertierbar.

e Bei nichtlinearen Systemen kompliziert

(IT) Identifizierbarkeit der Parameter

Parameter (0) strukturell identifizierbar, wenn gilt:

V@l 02, ‘91 7é 02 — Elt, so daf3 g(l‘(t,igl)) 7é g(I(t,igg))
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Lokale und praktische Identifizierbarkeit diskutieren

Lineare Systeme: Ahnlich wie oben [49)]
Nichtlineare Systeme:

e Taylor-Entwicklung [222]

— Betrachte: ( /)k i
t—1t
y(t,0)=>" —y(t',0)
k k! dtk

— Parameter eindeutig, wenn Losung der Gleichung eindeutig
— Probleme:

x A obere Grenze der zu untersuchenden Ordnung
* Sehr komplizierte nichtlineare Gleichungen

Characteristic sets [329]

Vajda [303]
Differentialalgebraisch [176]

Alle analytischen Verfahren:

— Numerisch aufwendig
— Nur fiir 2-3 D praktikabel

Empirisch [203]

— Schétze Paramter

— Simuliere Trajektortien

— Addiere Rauschen

— Mache dies fiir immer feiner gesamplete Daten

— Berechne Konditionszahl k der Kovarinazmatrix der Parame-
terschatzfehler

— 2 Falle

% limy_, £(IN) = co = Parameter nicht identifizierbar
% limy_, K(IN) = const = Parameter identifizierbar

FOLIE Thorsten



6.9. DETERMINISTISCHE SYSTEME 219

6.9.1.8 Gag am Rande: Universal ODEs
Literatur: [246]

n?y™Wy? — 3n%y®ijy + 2n(n — Dij?=0 n>3

Gegeben ¢(t), R — R, stetig, €(t), R — R™, stetig.
Es existiert Losung y(t) mit

0(2) —y ()] < €(t)

6.9.1.9 A worked example

Ziel/Nutzen mathematischer Modelle in Biologie:

e Annahmen explizit machen

Informationen zusammenfiihren

Versténdnis essentieller Eigenschaften

Verstédndnis fiir die Rolle dynamischer Prozesse, z.B. Riickkopplung

Komplexitat handhaben

Vorhersage und Kontrolle

Allgemeine Prinzipien erkennen

Ira paper [276] besprechen.

FOLIE PATHWAY

”You have to put numbers to the arrows 7 [41]

FOLIEN Daten

Erst das einfache Modell Identifizierbarkeit diskutieren

Wahre Modelle kénnnen nicht identifizierbar sein (kennen wir schon von den
aggregierten Markov Modellen)
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1 = —prx1EpoRy + 2paxs
iy = —poxy+ pz1EpoRs

. 1

T3 = —p3T3+ 5]9295%

Ty = —paTy+ p3x3

Letzte Gleichung effektiv, sonst nicht-identifizierbar, weil Prozesse
e Genankopplung
e Deaktivierung

nicht trennbar.

FOLIE Out of sample

FOLIE Hidden components, Sensitivity

Nur ein Zyklus: 45 % der Ausbeute

Take home massage:

Sehr viele Systeme sind Populationsdynamik:
o Laser
e Chemie
e Bakterien
Deterministische Modellierung gut, wenn
e Populationen grof, Fluktuationen o 1/v/N

e Transiente Dynamik
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6.9.2 Nichtparametrische Methoden
Alles bisherige, z.B.

w(i+1) = flai),a(i—1),p) +e
setzte parametrische Ansétze voraus.

Nichtparametrische Ansétze:
Versuch, f(.) aus Daten zu schéitzen.

6.9.2.1 Kernschitzer und Lokal polynomiale Modelle

Konzept stammt urspriinglich aus der nichtlinearen Regression.
ZEICHUNG f{(x), f(x)+e, Glattung

Zuerst univariat:
Sei K(.) ein Kern, erinnere Spektralschitzung, im einfachsten Falle:

e K(.)>0in [—h,h], 0 sonst

o K(x)=K(—x)

ZEICHNUNG Drei verschiedenen Kerne

Sei
y = f(x)
Dann liefert:
5 N Kz —x)y
_ i=1 7 1
T =58 K=

einen Kernschitzer fiir f(x).
Eigenschaften:
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e ) klein: Bias klein, Varianz grofl

e h grof}: Bias grof}, Varianz klein

Ausfiihrlich in [107, 257]:
e Wahl von h durch Kreuzvalidierung

e Konfidenz-Intervalle fiir f(x) durch Bootstrap

Zusammenhang: Nichtparametrik und lokalen Polynome-Fits

e Kernschitzer kann formuliert werden als punktweise Auswertung eines
lokal angepaBten Polynoms [107].

ZEICHNUNG dazu

e Zu jedem lokalen Polynomfit gehort ein Kern

— der i.d.R. nicht positiv definit ist.

— Historische ” Angst” vor indefiniten Kernen, weil Anwendung auf
Dichte- und Spektralschitzung.

— Fiir Regression indefinite Kerne besser.

Merke:
Nichtparametrisch = viele Parameter

Anwendungen auf Zeitreihen: [299, 300]
Verallgemeinert natiirlich auf:

y = f(x1,22) + €, entsprechend x; = f(x; 1,7, 2) + €
aber:

Problem:
Kernschétzung in hohen Dimensionen schwierig ”Curse of dimensionality”
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Bescheidener:
Betrachte nichtlinear additive Modelle der Form [299] :

y=fil@) + fal@e) + ... + fulam) +e (o)
Allgemeinere nichtlineare Modelle gibts durch
;= hi(Z1,..., %)
Hierfir muf h;(.) aber parametrisch vorgegeben werden.

)

Nichtparametrische Schéitzung der f; durch ”backfitting-Algorithmus’

e Beobachtung:
Wenn Modell stimmt, gilt

filzi) = Ely — ) f(@;)|zi]
JFi
e Schiitze f;(z;) durch Kernschétzer

e Da f;(x;) unbekannt, iteriere das Verfahren:

— Startschétzung:
— Iteriere
(@) = Ely = fi(z))|x]
i

— Bis sich nichts mehr tut

Eleganter sind die :

223
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6.9.2.2 Optimale Transformationen

Orginalpaper: [34]
Erinnere:
Fir
Yy=axr+e€

quantifiziert der Korrelationskoeffizient:
<y >
R(y,x) =

. 2) V<yr><a? >

die Giite der linearen Abhéingigkeit.

Betrachte statt:
Yy=axr+e€
nun
9y) = f(x) +e
Hier quantifiziert die Maximalkorrelation
Uy, ) = [R(g(y), f(x))],  ¥(y,x) € [0,1]

die allgemeine Abhédngigkeit zwischen x und y.

Gegeben Daten, heiflen die Transformationen ®,, &4, fiir die gilt

U(y,x) = sup [R(P;(y), ®1(2))|  (§)
25,27

optimale Transformationen.

Vorteil gegen Gl. (¢):

Linearitat von ®q ist Modellcheck.

Schatzung von &g, ®; durch

Alternating conditional estimation (ACE) Algorithmus (auch ein ”backfit-
ting” Algorithmus)

Andere Formulierung fiir (1):

B (@) - @) £ min (1)

Beobachtung;:
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e Sei der Erwartungswert von ®;(z) bedingt auf y: E[®,(z)|y]
o Sei ®y(y) = E[P1(z)]y]

e Dann minimiert ®¢(y) Gl. (1) beziiglich ®(y) fiir gegebenes @ ()
Motiviert die Iteration:

e Starte mit

e Iteriere

und

o\ (z) = BI®Y (y)|2]/|| E[® (y)]a]l|

Normierung durch ||E[<I>éi) (2)|y]||, um triviale Losung ®o(y) = ®1(x) =

0 auszuschlieflen

e Abbruch, wenn sich F {(Cbg) (y) — o!" (a:))2] nicht mehr dndert.

Die bedingten Erwartungswerte, z.B. @gl)(x) = Ely|z], werden geschitzt

durch:

e Sortiere x; aufsteigend
e Permutiere y; entsprechend

e (z.B. naiver) Kernschitzer:

R 1 h
E[y|$i] = m Z Yitj
j=—h
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Konvergenzbeweis, siehe [34].

Ubertréigt sich natiirlich auf multivariate nichtlinear additive Modelle der
Form:

9(y) = fi(zr) + folwa) + oo 4 fn(wm) + €

Allgemein nichtlineare Modelle gibts durch

Tr; = hi([il, e ,[L‘n)

Hierfir muf h;(.) aber (wieder) parametrisch vorgegeben werden.

Zeitreihenspezifisches:

e Urspriinglich entwickelt fiir nichtlineare zeitdiskrete Modelle
x(i) = filz(i = 1))+ fo(z(i = 2)) + ... + fu(z(i — m)) + €(d)

oder entsprechend:

z(i) = fi(hi(x(i=1),...,x(i—m))+. ..+ fe(hx(z(i=1),. .., x(i—m))+€(i)
e Zeitdiskrete Modelle mit Beobachtungsrauschen:
Error-in-Variables Problem (erinnere Zustandsraummodell)

e Differentialgleichungen: Ableitungen miissen aus den Daten geschétzt
werden (erinnere ”Regressionsansatz”)

e Erfahrung: Gut als explorative Methode

Bemerkung:

Im Prinzip gehoren auch ” Neuronale Netze”, Radial Basis Functions und Ver-
wandtes zu den Nichtparametrischen Methoden, siehe Vorlesung ” Neuronale
Netze”.

”Neuronale Netze”, Abteilung ”Backpropagation” [248] :

(t) = ;wif (f:l wija(t — J'))
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mit f(.) sigmoid :

lirP = a
d
— f(. 0
LI >
A, =

ZEICHNUNG sigmoide Funktion

z.B.:

f(z) = arctan(z), f(z) = 1+1ex oder f(z) = tanh(z)

ZEICHNUNG NN mit Eingabe- hidden und Ausgabe Schicht

Radial Basis Functions [37]:
Mit Z(t — 1) = (z(t — 1), 2(t — 2),...,2(t —m)) und Zentren ¢;

(t) = ;az@ (1@ - 1) = a)l)

mit z.B.:

O (x) oder ®(z) = e/

1 + 22 /r?

Pflasterung des Phasenraums mit ” Bumps”.

e Beachte:

”Neuronale Netze” (f(z)) & Radiale Basis Functions (®(z)) ha-
ben prinzipiell lokalisierte Basisfunktionen (wie Kernschétzer ihre
dquivalenten lokalen Polynome).

e Daher:

— Ist L klein, ist dieses parametrisch.

— Ist L grof} & das ist die Regel, ist dieses nicht-parametrisch.
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o Ist L grof3:

— Aus Bias- vs. Varianz- Problem der Kernschéitzer wird
Uberparametrisierungs- (Overfitting-, ” Auswendiglernen”-) vs.

Uberglittungs- Problem.

6.9.2.3 Anwendungen
Mackey-Glass System [179]:

ay(t — )

y(t) = —by(t) + v r—

Ansatz: )
h(ye) = fo(ye) + fr(ye—r)

FOLIE aus [311]
Weitere Anwendungen in [151, 111]

Besprechung von [295]
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Punktprozesse

Literatur: [52]

Definition Punktprozess (Physiker):
Stochastischer Prozef} fiir Ereignisse in der Zeit.

Halbmathematisch:
Punktprozel dN(t):
dAN(t) =Y _6(t —T;)dt

Ganz mathematisch:
Zahlprozef:

N(t) = #(T), Ty < T; < ) = | dN(#') = /t 5t — T)dt

Ty To
Punktprozef als Inkrement des Zahlprozesses

Erinnere: Zusammenhang Wienerprozef/ Weifles Rauschen (als Inkrement
des ersteren)

Fundamentalfall:
Poisson Prozef:

(gltirr%) prob (Event in(t,t + dt)) = pot , (7.1)

p: Intensitét des Prozesses.
Interevent (7; — T;_1 = 7)-Verteilung:

229
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p(Ty —Tj1) = pe "
<T;=Tja>=1/p

2 x Stochastik:

e Stochastisches Dynamisches System :

Stochastik beeinflulit Zeitverlauf in jedem Moment

e Punktprozef:
Stochastik beeinfluflt, wann ”Ereignis” stattfindet.

e Verbindung (z.B, sieche auch unten):
— Definiere Schwellwert fiir stochastisches Dynamisches System
— Ereignis := Uberschreiten der Schwelle
ZEICHNUNG dazu
— Gibt hiibschen Punktprozef3
Allgemeinere Punktprozesse:
e Abhéngigkeiten aufeinanderfolgender events, speziell:

e Prozesse mit Refraktérzeit. Beispiel: spikende Neuronen.

ZEICHUNG Neuron mit Dendrit und Axon

t /
H(t) = /e"“ input(t’)
¢

0

Fire if H(t) > Schwelle,ty =1

ZEICHUNG Integrate and Fire Neuron Zeitverlauf
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Ergibt relative Totzeit
Absolute Totzeit durch :

t /
H(t) = / e "input(t')
¢

o+ttot

e Mathematisch: Erneuerungsprozesse, z.B.: (I; —T;_1 =7) :

— Gamma-Verteilung:

p(pT)* e "
()

p(r) =
Weibull Verteilung:
p(7) = ap(pr)*telP7"
a, a geben mehr Flexibilitét.
Analysemethoden, Uberblick: [35]:

e Univariate Analyse im Zeitraum [218]

— Oft: Reiz, dann feuert Neuron.
Untersuche bedingte Aktivitét.

Betrachte:
Post Stimulus Time Histogram

ZEICHUNG PSTH
FOLIE 2D plot von Ad Aertsen [213]

— Fortlaufender Prozef3:
Ist SD(7) << T >, gehe von
T, iiber nach (Ty - Ty-1)(j) = 7())
Zeit-Index nach Interbeat-Intervall — Index

FOLIE EKG
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Sonst:

Intensitét:
Py = AlitanO Prob(Event in(t,t + At))/At
2. Ordnung Intensitét:
Pyy(7) = lim P(Event fiir N(t) in(t, t+At) und Event fiir N(t) in(t+7, t+7+At)) /At

Problem Pyy(7) divergiert an 7 = 0. Grund: Py = Pyy nach Voraus-
setzung. Stetige Fortsetzung.

Fir well behaved Prozesse:
7_111101O P NN — P N P N
Damit: Autokovarianz:

ACF (1) = Pyy(T) — PZ

Vergleiche Zeitreithen-ACF: Py y(7) immer positiv semidefinit.

Bivariate Analyse im Zeitraum [219, 213, 301]

Analogie zur Kreuzkovarianzfunktion:
CCF(1)=<y(t)x(t—T1) >

nun 2. Ordnung Kreuz-Intensitét:

Py (1) = AlitmOP(Event fiir N(t) in(¢, t+At) und Event fiir M(t) in(t+7, t-+7+At)) /At
Kreuzkovarianzfunktion fiir Punktprozesse N(t), M (t):

COF(T):PNM(T)—PNPM
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e Spektralanalyse [83, 236]
Entweder direkt:

flw) = /e_de(t) => el

J

Oder Umwandlung in Zeitreihe :

N1 Ty e it (1 + 1) At
w(i) = { 0 sonst

mit hinreichend feinem At (z.B. Sampling Intervall) und normale
(F)FT.

Dann jeweils Spektralschitzung wie gehabt.

Bei direkten Verfahren gibt es Divergenz bei w = 0, ungeeignet.

Oder:

basierend auf:

S(w) = Py + / e~ (Pyy () — P2)dt

Py Term aus stetiger Fortsetzung, siehe oben

e Kreuspektralanalyse [242, 101]
Analog

7.1 Shot noise

Héaufig:
Punktprozess triggert (determinischen) Transienten.
Beispiele:

e EKG [152]

2 FOLIEN EKG
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e Apnoen [237] [1, 42]
FOLIE aus Rigney: Apnoen, ECG
e Quantum bumps in Photorezeptoren [143]
e Rontgenvariabilitdt von Schwarz-Loch Kandidaten [296]

FOLIE Cygnus Daten

Fundamentalfall:
Poisson Proze (1)) triggert exponentiellen Zerfall:

[B(tl) = ZM@(tz — T'J) ei(tiiTj)/T (72)
J
Allgemeinere Fille:
e Ersetze M durch p(M)

e Statt Poisson-Prozef§ allgemeinerer Punkt-Prozef3

e Kompliziertere Transienten

Zeitskalen:
e 1/p > 7: Transient beendet vor neuem event, z.B. EKG und Apnoen

e 1/p < 7: Uberlagerung mehrer Transienten z.B. Quantum bumps und
X-ray variability

Interessante Fragen:

1. (Dynamik der) Statistik des Punktprozesses ?

FOLIE : ECG von K/S

2. Dynamik des Transienten ?
FOLIE EKG

PQRST-Welle : Projektion der 3D Dynamik der elektrischen Ausbrei-
tung im Herzen in 1D.
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3. Fiir 1/p < 7 : Ist es shotnoise oder Dynamisches System ?

Ad [3.] Besprechung von [296]
Die Daten:

e Leuchtstéarkevariabilitdt von Cygnus X-1
e "Low State”: 400.000 Punkte

e "Intermediate State”: 650.000 Punkte

FOLIE FIG. 1 intermediate Daten

e Erfahrung sagt:

— Sieht aus wie AR[1] Proze8
— Signal zu Rausch Verhéltnis nicht grof3

e Fitte Zustandsraummodell an die Daten

— FOLIE Per/Spec

e Ergebnis :

— Spektrum des Modells pafit sehr gut zu Periodogramm der Daten.
— Spektrum ZRM][1] bis ZRM[4] auf Strichdicke identisch.
— Es ist kein nichtlineares System.

e Cygnus X-1 ein AR[1] Proze8 [225] 7

Erinnere Spektrum AR[1] Prozef

o2 o>

1 —ae ™2 1+ a® — 2acos(w) (7.3)

S(w)

Betrachte Shotnoise Prozel aus Gl. (7.2)

a(t;) =S MOt — Tj) e =T/ (7.4)
J
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LaBt sich formal schreiben als (At: Samplingzeit):
z(t) = e AT x(t — At) + €(t) = ax(t — At) + €(t) (7.5)
mit €(t) der Form:

() = { 0 with probability 1 — pAt (7.6)

M  with probability pAt

Da das Spektrum eines linearen Prozesses nicht von der Verteilung des Rau-
schens abhéngt, folgt:

ARJ1]-Proze und klassischer Shot Noise ProzeB haben das selbe Spektrum.
oder:

Am Spektrum kann man nicht zwischen AR[1] und (klassischem) shot noise
unterscheiden.

Nebenbemerkung: Fiir
o pAt =~ 1
o M ~ N(0,0%)

geht klassischer Shot noise in AR[1] Prozef iiber.
Aber:
Fiir pAt =~ 1 ist der Prozel stark untersampelt, es feuert stéindig.

Inverses Problem:
Kann man aus Daten zwischen AR[1] und shot noise unterscheiden?

e Erinnere:
Nur (gaufische) ARMA-Prozesse sind zeitumkehrinvariant [320]. Argu-
ment war ACF-Symmetrie

e Maf fiir Zeitumkehrinvarianz [281]:

((a(t + m) — 2(0))")
(@l m) — 20 .7

Misst die (A)symmetrie aufsteigender und abfallender Flanken.

Q(m) =
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e Problem: Verteilung von (m) im Endlichen fiir lineare Prozesse nicht
bekannt.

e Losung: Bootstrap, hier sogenannte surrogate data [281]

— Berechen Q(m) fiir die Daten
— Fourier-transformiere die Daten
— Ersetze die Phasen der FT durch Realisierungen von U|0, 27].

— Inverse F'T, ergibt Realisierung eines Prozesses, der nur die linea-
ren Eigenschaften des Ausgangsprozesses hat. Warum 7

— Berechne Q(m) fiir diese surrogate data.
— Mache dies haufig.

— Berechne < Q(m) > gy und o(Q(Mm)) surr
— Bilde

1Q0m) — (Qm)).]
S = B e (78)

— S > 2.6: signifikant zum 0.01 % Niveau

FOLIE Fig. 2 Simus

e Problem: Beobachtungsrauschen = Unterschétzung von S(m) speziell
fiir kleine m. Warum ? Auf kurzen Skalen SNR besonders schlecht.

e Losung: Benutze Kalman/Smoothing-Filter zur Rauschreduktion.

FOLIE FIG. 6 Ergebnisse

Artefakte des Kalman-Filters ?
Simulation unter H,

FOLIE FIG. 7 SIMUS

e Problem : Multiples Testen

FOLIE Fig. 4
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Losung: Es gibt viele Daten.
Berechne aus Segmenten:

- < S(m) >

— o(5(m))
FINALES:

FOLIE FIG. 8,9 Results
Astrophysikalische Interpretation:

— Instabilitéiten der Aggretionsscheibe erzeugen X-ray 6-Pulse

— Multiples Compton-Streuen an umgebenen Elektronen macht dar-
aus Transienten

— Mathematisch: Projektion von stochastischer raumzeitlicher Re-
aktions (mit e~ )-Diffusions (mit ¢) Dynamik auf die Zeitachse.

Next step: Was fiir ein shot noise Proze§ macht so ein S(m) wie der
intermediate state (ein Direktes Problem :-) 7



Kapitel 8

Modellselektion

Bisher: Modellklasse vorausgesetzt.
Im allgemeinen:

e Gegeben Daten und m Modelle: Welches ist das wahre ?

e Oder zumindest das ”beste”.

e Ein alter Traum: ”Equations of motion from data series” [55]
e But: 7 All models are wrong but some are useful”

Unterschied:

e Vorhersage

Mean Square Prediction Error= Bias? + Varianz

Falls: Wenige Daten & viele Parameter = Parameterschéitzer grofie
Varianz

Oft sinkt Mean Square Prediction Error durch:
Os = cOurp, c€ 0,1)

Produziert bias, verringert Varianz
— Shrinkage [283, 97]

239
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— James Stein Schétzer [271, 140]
— Ridge Regression [124]

— Bayes’sche Methoden, Prior

— Regularisierung [178§]

e Modellierung

— Verzerrungsfrei

— Moglichst kleine Varianz
Nur MLE, resp. QMLE

Konsistentes Modellselektionsverfahren:
Fiir N — oo wird das wahre Modell mit Wahrscheinlichkeit = 1 gefunden

Formale Modellselektionsverfahren:
e AR/MA Prozesse

— ACF/PACF
FOLIE PACF

— Test auf Paramter=0 a; ~ N(0,02) fiir i > p
FOLIE AR-Parameter-Konfidenzen

e Mutter aller Modellselektions-Test: F-Test
Gegeben

— Gaufy’sche Fehler, Least-Squares-Schétzproblem

— Modell M; mit p; Parametern, x*(M;), DoFs: N — p;
— Modell My mit py Parametern, x?(M;), DoFs: N — po
— Modelle geschachtelt, p; > po

— Hy: M, ist zuléssige Vereinfachung von M,
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Unter Hy:
o X0~ P(0)/(01 — )
X*(My)/(N —p1 — 1)

ist F-verteilt mit p; — po und N — p, — 1 Freiheitsgraden.

Erhoht man kritisches Niveau mit N, ergibt sich konsistentes Selekti-
onsverfahren [16, 209].

e Likelihood ratio tests

Allgemein fiir MLE:
Selbes Setting wie oben (L(.) log-likelihood):
Unter Hy:

2(L(My) — L(Mz)) ~ X}y,

Erinnere: Nichtstandard Test-Situationen

Erhoht man kritisches Niveau mit N, ergibt sich konsistentes Selekti-
onsverfahren.

LRT fiir Regression = F-Test, siche z.B. [262]

8.1 Akaike Information Criterion (AIC)

15, 6] schon dargestellt in [169]

Ansatz: Vereinigung von Parameterschitzung und Modellselektion

Likelihood des gefitteten Modells ist grofer /gleich der des wahren
Modells.

— Schitze AusmaB der Uberschétzung
— Formal analog zu Cross-Validation [273]

— Fihrt auf

AIC(p) = —2log(Likelihood) + 2p

! Akaike selber nannte es in [6] An Information Criterion (AIC :-)
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— Zur Modellwahl, wiahle Modell mit kleinstem AIC.
Kommentare:

— Auf Grund der Einfachheit sehr beliebt.

— Aber:
Betrachte:
Geschachtelte Modelle mit Ap =1

AIC(p) = —2(L(M)) +2pm
AIC(ps) = —2(L(Ms)) + 2ps
AIC(py) — AIC(py) = —2(L(M;) — L(My)) +2

Erinnere LRT:

Unter H
2(L(My) — L(M,)) ~ X3

Ergo: AIC ist LRT mit kritischem Wert «
x’(2) =, ergibt a =15.7

Im testtheoretischen Sinne: 15.6 % Fehler 1. Art
Fiihrt systematisch zu zu komplexen Modellen

— Kein konsistentes Modellselektionsverfahren

— Verhalten fiir Parameter auf dem Rand und bei nicht-
identifizierbaren Parametern unklar

Literatur: [264]

« 8.2 Bayes’sches Information Criterion
(BIC)

[261]

— Annahme: Schwichste Bayes’sche Priors
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— Beriicksichtigt Datenanzahl
BIC = —2log(Likelihood) + plog(N)

Signifikanzniveau ist fiir einen Parameter Unterschied [280]

Prob(x; > log(N))

— Ist wahres Modell in der Testmenge, ergibt Wahl des kleinsten
BIC konsistentes Modellselektionsverfahren

— Vergleiche AIC vs. BIC, siehe [23, 10, 280, 164, 187]

« 8.3 Minimum Description Length (MDL)

[238]
Anzahl der bits, um

— Model
— Parameter

— Residuen

zu beschreiben.
Asymptotisch dquivalent zu BIC
Fiir Diskussion, siehe [239, 318]

Speziell fiir Vorhersage:

« 8.4 Mallows’ C),
180, 181]

C, = PredictionError —n + 2p
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« 8.5 Final Prediction Error (FPE)

[4]

n—+p
n—p

FPE = PredictionError

Selektionsstrategien fiir F-Test, LRTs:
e Forward Selection

— Aufsteigend komplizierte Modelle
— Nachteile:
x Falsch Negative. Early stopping
* HEs gibt mit unter keine natiirliche Ordnung im Nichtlinearen

e Backward Selection

— Vom generellsten Modell absteigend
— Nachteil

x Was ist das generellste Modell ?
x Existenz des Obermodells, sieche HMMs

e Stepwise Selection
Nach jedem Forward-Schritt, wieder Backward-Schritte
Ist empfohlen

e Fiir Bayesianer:
Reversible jump Markov Chain Monte Carlo [43, 241]

Siehe auch Hinde [119]

Noch irgendwo richtig einzubauen: Cox [50] baut allgemeines Obermodell
Fiir Modellselektion wichtig, ob Einsicht oder Voraussage das Ziel ist. AIC
gut fiir Voraussage, da es da schlimm ist, wenn Modell zu klein, aber nicht
viel ausmacht, wenn ein bifichen zu grof.

AIC und BIC gehen nicht in hierarchischen Modellen (Hohenried)

Formale Selektionsverfahren kénnen arg unphysikalisch sein :
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e AIC und sunspots

— AR Modelle auf Sonnenfleckendaten fiihrt auf a;; # 0, Rest =0,
— macht copy and paste, nicht Dynamik.

e Speziell bei misspezifizierten Modellen:
Physiologischer Tremor mit AR, AIC fiihrt auf Ordnung 52

FOLIE AR-Residuen bei phys. Tremor

Ergo:
Traue nie blind der Statistik:
Moglichst viele (unabhéngige) Checks.

Worked examples:

e Phys.Tremor:

— Khnick in Residualvarianz (formal F-Test)
— Residuen weif} ?

— Residuen gauf’sch ?

Vergleich von Vorhersagen des angepassten Modells mit empirischen
Groflen

— Vergleiche Spektrum des Prozesses mit Periodogramm
Aber Warnung: Cygnus X-1
— Attraktoren, siehe Schaltkreis.

— Offenzeitverteilung, siche HMM und Ionenkanéile

Reproduktion der Ergebnisse auf simulierten Daten, sieche HMM

Léange vorhersagbarer Trajektorien bei deterministischen Systemen

Vorhersage unabhéngiger Experimente

Es gibt noch viel zu tun !
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Kapitel 9

Prozesse der Finanzmathematik

Geometrisch Brown’sche Bewegung
Black Scholes [25]

qq-plots

[297]

Galla/St.Johann

[215]

Zwei Annahmen fiir Zuwéchse, beide nicht erfiillt:

e Homeoskadistisch
e Gauf’sch
GARCH Modelle [30]
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Kapitel 10

Neuronale Netze

"Neuronale Netze bilden ihre Begriffe selber”

"Neural nets are an inefficient implementation of well-known algorithms”
(NAG)

Pawelczik gucken

10.1 Ein bilchen Neurobiologie

Menschlicher Cortex 10'° Neurone, 10* Kopplungen pro Neuron, Kopplungen
iitber Synapsen,

Dendriten: Inputseitig

Axone: Output

Hodgkin-Huxley [122, 123]

Cayal

Ruhepotential -80 mV

Depolarisieren, hyperpolarisieren

Pyramidenzellen, Interneurone

Integrate-and-fire Mechanismus

One neuron, one neurotransmitter, i.e. entweder exitatorisch (senkt Potenti-
al) oder inhibitorisch (erhoht Potential)

Pot(t) = /dt’ e~ input(t —t'), 7 : Leak-Parameter
Fire, if
Pot(t) > S, danach Pot(t) = 0.
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ZEICHUNGEN Integrate and fire, 7 grof3, 7 klein

Zwei Falle:

e 7 grof}, Ratenkodierung, zeitliche Summation, Anatomische Verbin-
dung

e 7 klein, Raumzeitliche Kodierung, rdumliche Summation, Koinzidenz-
detektor, Funktionelle Verbindung

Hebb’sches Lernen: Wenn Verbindung genutzt, dann wird sie verstaikt [208]

Sigmoidale Funktion: Arbeitspunkt l&8t sich gut schieben.
Zitate aus Eckmiller Buch

10.2 Hopfield

126, 127]

10.3 Back-Propagation

Historisches [188, 189]

”Principles of Neurodynamics” (1959) [243]
Killerbuch: [200]

Revival: [322]

KT als Alternative

[248]

es gibt nicht "DAS neuronale Netz”
Universelle Approximierbarkeit mit Riickfiihrung aus sin/cos [131, 56]
Fischer’sche Diskriminanzanalyse [69, 104]
ROC Kurven

Sensitive und spezifische Tests

10.4 Clustering

Allgemein: [139]
[231]
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adjusted Rand-Index: [132, 199]
Erst PC, dann Clustering [45] [331]

10.5 Kohonen

[166] [175]

[240]

Tesselation Voronoi-Diagramme (Buch von Informatiker Algorithmen zitie-
ren

10.6 Reinforcement learning

Irgendwo: Bindung nach van der Malsburg [305]

Neurosprachen Krams

Gegeniiberstellung: Neurosprache vs. konventionelle Sprache

Neurosprache konventionelle Sprache
lernen, Selbstorganisation schétzen, fitten
Back Propagation Kettenregel
Back Propagation Steepest descent
verallgemeinern glatten
auswendig lernen interpolieren
Neurone Basisfunktionen
Gewichte Parameter
pruning Variablenselektion
erkennen klassifizieren
# versteckte Neurons Modellselektion
Muster Beobachtungen
supervised learning Regression / Diskriminanzanalyse
competitive learning Clusteranalyse
unsupervised learning Optimierung der
(Kohonen) Mutual Information
higher order neurons Wechselwirkungen
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Héaufig: ”Manchmal mogen neuronale Netze ja helfen.”
Aber nur, weil eine Einlauf manchmal hilft, macht man ihn ja auch nicht bei
jedem Problem.

”Neuronale Netze” suggeriert mehr als sind sind. Man konnte den Ansatz
Yi = ax? + €

"Den alleinseelig machenden Ansatz” nennen, und dann immer fragen,
warum man nicht ”Den alleinseelig machenden Ansatz” verwendet anstatt
eines Neuronalen Netzes.



Kapitel 11

Jobs, careers, the future and all
that

Was fehlt:

e PCA und ICA [173]
e EOF [310]

Bei Interesse an einem HiWi-Job,
einer Diplom- oder Doktorarbeit:

Send me e-mail: jeti@fdm.uni-freiburg.de

Einladung zur Vorlesung im WS:
Konzepte der Nichtlinearen Dynamik
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