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zeitabhangige Zufallsvariablen

Stochastische . o0 .
Prozesse 2 Zeitunabhangige Prozesse

Stefan Hunn
Markov- Q = Menge der moglichen exp. Ergebnisse

Prozesse
X : Q — R zeitunabh. Zufallvariable

Zeitabhangige Prozesse

X:QxR—R;, wxt— X(t,w)

kontinuierlich

Realisierung Trajektorie x(t)
p(x) = p(x, t) = Dichteverteilung

X(t)undp(x, t) = Stochastischer Prozess
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Dynamik
Markov-

rozesse Die X(t;) sind i. a. nicht unabhingig voneinander

= Dynamik der Zufallsvariablen
= gemeinsame Verteilung p(xi, t1; x2, t2)
p(x1, t1; xo, to)dxydxo =

P(X(t1) € [x1,x1 + dxi]undX(t2) € [x2, x2 + dx2])
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Riickblick

hastisch E
Stochastische Il weiBes Rauschen

Stefan Hunn keine Dynamik

Markov-

Prozesse d.h.p(x1, t1; x2, t2) = p(x1, t1) - p(x2, t2)
< (X(t1) — p)(X(t2) — p2) >=0

mit pi =< X(t;) >= /dxp(x, ti)x

Bedingte Wahrscheinlichkeit

ing

P(Xn, tn; s X1, t1)
p(Xn—1, th—1; ....; x1, t1)

P(Xna tn|Xn—1a th—1;...; X1, tl) =
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Markov Eigenschaft

Stochastische

Prozesse 2 Markov-Prozess k-ter Ordnung
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Fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt:

Markov-
Prozesse

P(Xn, tn’Xn—la th—1;...; X1, tl) = p(Xna tn’Xn—la th—1; -5 Xn—k; tn—k)

Markov-Prozess 1. Ordnung

D% Pl s o i 1)) = 200, s Pl e

° Ubergang von X,_1 — X, in der Zeit t, — t,_1 unabh. von
der Vorgeschichte.

e Zukunft hangt nur von der Gegenwart ab!
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Beispiel

Proresee Irrfahrt auf der Menge 1,2, ...., N beginnt in 2 und bewegt sich

entsprechend eines Miinzwurfs nach links oder rechts. (Kopf —
links, Zahl — rechts)
Zusatzregel: 1 und Kopf bzw. N und Zahl — Gehe zuriick zur 2.

M Geschichte

Andrei Andreejewitsch Markov (1856-1922)
Anwendbarkeit fehlte!
Heute: Anwendungen in zahlreichen Gebieten der Wissenschaft.
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Markov- A A p
P Nur wenige GroBen bestimmen den Prozess!

Markov-Prozess eindeutig bestimmt durch p(x, t) und
p(x2, to; x1, t1)!

z.B.

ing

p3(x3, t3; X2, to; x1, t1) = p3(x3, t3|x2, t2; X1, t1) - po(X2, t2; X1, t1)
= p2(x3, t3]x2, t2) - pa(xo, ta|x1, t1) - p(x1, t1)
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Chapman-Kolmogorov-Gleichung
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Markov-
Az = pa(x3, t3; x1, 1) = /dX2,03(X37f3;X2,t2;X1,t1)

= [ dxapa(s, ta|x2, t2) p2(x2, ta|x1, t1)p(x1, t1)
p2(x3, t3|x1, t1) = [ dxo - p(x3, t3]x2, t2) p(x2, ta|x1, t1)

e ® Jeder Markov-Prozess muss der CKG geniigen.
e Markov-Prozess vollstindig festgelegt durch
p2(x2, t2; x1, t1) und p1(x,t). Es gilt:

Pl(X37f3)_/dxzpz(X&l‘-3\X2,t2)P1(X2,t2)
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Markov- Wiener-ProzeB

Prozesse (X t| 7—) _ 1 ex (_ (X—y)2 )
p2\X, 1y, \/m P 2(t—7)
pi(x, t) = ﬁexp(‘z—f) =305 — Fke.

Ornstein-Uhlenbeck ProzeB

—(x—y-e8)2

p2(X7 tb’? T) = \/27r(1ie*2At) €Xp( 2(1—e—2At) )

ing

_1,2

pr(x,t) = plx) = Le >
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Mastergleichun 9 M asterg|eich u ng
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Die Master-Gleichung
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Diskreter Fall: x1, xo, ...

Mastergleichun

e p(x,t) =Ws. z.Zt t in x zu sein

p(y,t+7|x,t) =1 —7A(x) + o(7) fiir y=x
w(y,x, t)T + o(7) fiir y # x

1=%, oy, t+7lx,t) — A(x) =22, ., w(y, X, t)
Die GréBen w(y, x, t) heiBen Ubergangsraten!
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p(x, t+7) = p(x, ) p(x, t+7]x, £)+ > p(y, t)-p(x, t+7ly, t)

Mastergleichun, y#X
= P L= A)T) + 3 oy, 1) Wl o)
YF#X
AEETN 2P0 A+ Y 1) wlx v )
y#X

800, t) = S loly il . 6) = plx, wly. x, )
y#x
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Stefan Hunn diskreter Fall: x — x1, xo, ....

p(x,t) = pi(t) und w(x,y, t) — wy(t)

dp,(t Z[W’J Pj Wj,'(t)Pi(tZ]

J

Mastergleichun

TV
Fluss nach i Fluss aus i

= DGL fir die Dichtefunktion

ing

e Gewinnterm (x; — x;) und Verlustterm (x; — x;)
o Ubergangswahrscheinlichkeit fiir kurze Zeiten bekannt.

e Praxis: Ubergangsraten unabh. von t.
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Gleichgewicht: %p =0

Mastergleichun = gIOba/ balance Z Wl_l t)pl Z VVJI p_/
Jj

e detailed balance: p;(t)w;(t) = pj(t)w;i(t)

e pi(t) = p;: stationdre Verteilung

e typische Trajektorie: x(t) = const unterbrochen von
Spriingen.

e viele Anwendungsgebiete: Chemie, statistische Physik,
Populationsdynamik,..
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Wn—1,n := r(n) ; wpp_1:=g(n) ; sonst = 0

o MG: Zp(t,n)=r(n+1)-p(n+1,t)+g(n—1)
-p(n=1,t) = (r(n) + g(n))p(n, t)

o L <n>=95" n.p(nt)=<g(n)>-<r(n) >

2 < n?>=<(=2n+1)r(n) >+ < (2n+1)g(n) >
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e Gewinnrate g(n) = 0, Zerfallsrate r(n) = ny
o — 4 < n(t) >= —y < n(t) > =< n(t) >= Ne

Mastergleichun

mit Anfangsbed. p(n,0) = d,n

eindimensionaler random walk

° r=g=1
e p(n,t) =2p(n—1,t) — 2p(n,t)
e L<n>=0 2 <n?>=2

ing

o << n?>>=< n? >=2t: Varianz wichst linear in d. Zeit.
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Die Fokker-
Planck-
Gleichung

© Die Fokker-Planck-Gleichung
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Die Fokker-Planck-Gleichung
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Kurzzeiteigenschaften:

/(X2 = X]_),'p2(X2, t+ T|X1, 1.') = A,'(Xl, t)T + O(T)
i
Die Fokker-

Planck-
Gleichung

/(Xz —x1)i(2 — x1)jp2(%e, t + 7x1, t) = Djj(x1, t)7 + o(7)
I

e Prozesse die diesen Gl. geniigen heiBen Diffusionsprozesse.

e in niedrigster Ordnung 7: Normalverteilung mit Mittelwert
Ai(x1,t) und Varianz Djj(xq,t).
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Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung

Stochastische Se| R( ) belleblg mlt

Prozesse 2

2
|/— y§!/=0

Stefan Hunn
,02
dyR(Y) L2 (v, t|x, t
// yR(y) N (v, t|x, t)
' o1
e o :MWT%WHmwﬂmwiwhﬂm&ﬂ&ﬂ—m@ﬂ&ﬂ

Planck-
Gleichung 8R( ) 8R(Z)
— Ai 3 !
/Idzp2(z, t’X, t')[ (Z ) 0z 2 k( )82,'(32[(]

part.lnt.

Oupalz,tx, 1) = [ 22 Az, 1) + s Dz, ) on(. . )

e auch verallgemeinerte Diffusionsgleichung bzw.
Smoluchowski-Gleichung.

e Ai(z,t) = Driftterm, Dj(z, t) = Diffusionsterm
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81.“p2(za t|Xa f) =
2

Dix(z, t) - p2(z, t|x, t)]

(- Az Bz, thx, O] + [

Die Fokker-

Planck-
Gleichung

o Kurzzeiteigenschaften lassen sich leichter aus dem
Zusammenhang bestimmen als die
Uberganswahrscheinlichkeit fiir alle t!

e DGL fiir kontinuierliche Werte (< Mastergl.)

e Mit
J(z,t) = A(z,t) - p(z, t|x, t) — §$[D(z t) - p(z, t|x, t)]
folgt

op(z,t|x,t)  0J(z,t)
ot 0z
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d
plcstr7) = 3 (= 5l t) [ A A%l Btk 7l 1)
n=0
Die Fokker- Mn(;tﬂ')

Planck-
Gleichung

. t47) = pl 1) = 3 (=) ol ©)- Mol .7)]

n=1
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Kramers-Moyal-Entwicklung
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EESRI o man kann zeigen: M, konnen bzgl 7 in Taylor-Reihe entwickelt

Stefan Hunn Werden X
Mn(x, t,T)

n!

Die Fokker- Kramers-Moyal-Entwicklung

Planck-
Gleichung

= DU (x, t)r + O(7?)

) - ¥<—5%>"[D<">(x, £)p(x, 1)

e Pawula-Theorem: Verschwindet 3. Ordnung so auch alle
hoheren Ordnungen.

e Erfiillt fiir gauBverteilte Langevin-Kraft(siehe gleich).

o — Fokker-Planck-Gleichung!
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Ip(x, t)
ot

0 0?
= ———[DD(x,t) - p(x, )] + 75D (x, 1) - p(x, 1)]
Die Fokker- 8X 8X2
Planck-
Gleichung

e lineare, partielle DGL 2. Ordnung fiir p(x, t)
"6 vollstindig bestimmt durch D) und D)

e Explizit zeitabh. Lésungen nur in Ausnahmeféllen!
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Beispiele
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1 2
— 0epl,t) = 55 50l 1)

Die Fokker- . ) .
Planck- Warmeleitungsgleichung

" x = f(x); p(z,t) = 0(z — x(t)) = p(z, t|X t)
[ dz(z — x)p(z, t + 7|x, t) = f(x(t))T + o(T)

e Also A(x) = f(x) und D(x) =0

A Op(z, t|x, t) = _%f(Z)P(ZaZW t)
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Langevin-
Gleichung

ing

O Langevin-Gleichung
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Langevin-Gleichung
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Stefan Hunn Ziel: Beriicksichtigung von fluktuierenden Einfliissen.

z.B.: Brownsche Molekularbewegung.

82(:) = —a- x(t) + £(t) Langevin-Gleichung

Langevin-

Gleichung WObei .

: <&(t) >=0; < £(t)&(t) >= o(t — t) (weiBes Rauschen) £(t)
Stochastische Kraft

o ¢ Zufallsvariable «» x Zufallsvariable
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Langevin-Gleichung mit Potential
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IS o Potential V(x,t)
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e z.B.: Geladenes Brownsches Teilchen im elektrischen Feld.

e Erweiterung der Langevin-Gleichung um —%—Z

Langevin-Gleichung mit Potential
Langevin-

Gleichung aX( t) 6 V

o = —a-x(B)+ €t - o

DGL fiir x(t)

oft uninteressant, da x(t) nur eine beliebige Realiesierung.

Interessanter: Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t) — FPG!
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Beispiel: Oszillatorbad klassisch

e Hamiltonian: H = Hs + Hr + Hsr

Prozesse 2
2
Stefan Hunn ° HS — ;W _I_ Vo(q)

w2
mjj

p? w
- HR:ZJ[T,Jr,j+ 2 Xf]

e Hp = Zj ¢ - xj - q (lineare Kopplung)

Bewegungsgleichungen:

Langevin-
Gleichung
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; (@)= [ ds(e = s)ats) + g0

* 6(8) = = S gl09(0) + G2 cos(w; - ) + L sin(w; - 1)

o pr(pi,xi) = zze PH(@PPi)

Langevin-
Gleichung

o < &()&(t) >= kg TM(t — t)
Fluktuation-Dissipations-Theorem

e — ¢ ist GauBsche Kraft
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Zusammenfassung
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Stefan Hunn MarkOV-PrOZEB:
P(Xm tn|anla th—1; .5 X1, tl) = P(Xn, tn|anla tnfl)-

Master-Gleichung: DGL fiir p(x;, t).
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir kleine t bekannt.

Zepi(t) = Xlpi(t)wi(t) — pi(t)wi(t)]

o Fokker-Planck-Gl.: lineare partielle DGL fiir p(x, t). Wird aus
der Kramers-Moyal-Entw. und dem Pawula-Theorem
hergeleitet.

Zusammenfass

¢ Langevin-Gl.: stochastische DGL fiir x(t). z.B. Brownsche
Bewegung bzw. System gekoppelt an Oszillator-Bad.
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